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ПРЕДИСЛОВИЕ

Усвоение курса общей математики для многих студентов 
представляет значительную трудность; насыщенность логиче­
скими рассуждениями, а также аксиоматическое построение 
теорий создают впечатление совершенной новизны и полного 
отрыва от школьных знаний; привычные обороты мысли мало 
приспособлены к рассматриваемым задачам, а геометрическая 
интуиция, помогавшая прежде, совершенно бесполезна. Опре­
деления часто кажутся совсем произвольными и восприни­
маются студентом как правила изобретательной игры, которым 
надо следовать, не думая о том, что в их установлении мог 
быть некоторый смысл.

Как же следует организовать свою работу, чтобы по воз­
можности скорее освободиться от этих неизбежных трудностей, 
наладить контакт новых понятий с прежними знаниями, полу­
ченными в школе, и воссоздать интуитивное мышление, т. е. до­
статочное понимание теории для того, чтобы решение задачи 
вырисовывалось прежде, чем закончится логическая цепь рас- 
суждений?

При изучении курса студент должен, встречаясь с новыми 
понятиями, стараться подбирать точные примеры математи­
ческих объектов, удовлетворяющих заданным аксиомам, что 
позволит ему лучше понять смысл этих аксиом, равно как и 
следствий, которые из них вытекают, и что поможет наладить 
связь между ранее полученными знаниями и изучаемым кур­
сом.

Но в то же время необходимо различать, что в рассматри­
ваемых примерах находится на уровне изучаемого вопроса, 
а чтб относится к специальным свойствам объекта, взятого в 
качестве примера. Так, векторные пространства обычной гео­
метрии дают пример векторного пространства над R размерно­
сти 3; однако это пространство является также евклидовым 
пространством, в котором определено расстояние при помощи 
внутреннего произведения, и тем самым здесь появляются свой­
ства, не присущие векторным пространствам из других при­
меров. V



Но особенно необходимо сопровождать изучение курса ре­
шением несложных задач из приложения к нему, чтобы 
освоиться с определениями и основными свойствами; только 
таким путем мертвый язык формулировок может превратиться 
в действенное орудие для изучения дальнейших проблем.

Эти задачи предназначены к тому, чтобы:
приучить к тщательной проверке выполнимости аксиом опре­

деления и условий теоремы, а также показать, как эта работа 
по проверке может быть проведена наиболее экономно;

дать простые примеры, относящиеся к изучаемым вопро-. 
сам, а также показать, как могут быть применены результаты 
курса;

предложить новые теоретические задачи, которые постепенно 
научили бы преодолевать трудности абстрактного рассуждения.

Наконец, нельзя, чтобы студент в преодолении трудностей 
при решении задач пренебрегал техникой вычисления (исследо­
вание элементарных функций, вычисление производных и при­
митивных, интегрирование дифференциальных уравнений^ вы­
числение матриц и практическое решение линейных уравнений, 
нахождение собственных значений и т. д.).

При этом само собой разумеется, что решение теоретической 
задачи предполагает хотя бы некоторое частичное владение 
техникой: в противном случае детали доказательства окажутся 
столь затруднительными, что не позволят увидеть задачи в 
целом.

Именно эти первоочередные соображения и определили под­
бор задач, сгруппированных в этой книге так, чтобы студенты 
с самого начала могли находить задачи, соответствующие тем 
частям курса, которые они изучают: ведь единственными зна­
ниями, необходимыми для того, чтобы приступить к решению 
задач какого-либо раздела, являются знания, полученные при 
изучении теоретического курса.

Остается, без сомнения, некоторая трудность, заключаю­
щаяся в том, что различные разделы курса изучаются в по­
рядке, не установленном раз п навсегда. В этом задачнике при­
нят порядок расположения задач, соответствующий книге 
Ш. Пизо и М. Заманского [см. русский перевод: П и з о  Ш , З а ­
ма  н с к и й М., Курс математики, М., 1971].

Итак, этот сборник задач есть прежде всего инструмент 
для непрерывной работы, предназначенный служить в течение 
всего года; но он может быть также использован при подго­
товке к экзамену. В этом случае вначале интереснее решать за­
дачи, относящиеся к тем вопросам курса, которые покажутся 
студенту наиболее тонкими. Затем среди множества задач бу­
дет отдаваться предпочтение задачам теоретического характера 
(а именно такого рода задачи и предлагаются чаще всего на 
экзамене); подобные задачи расположены, как правило, в конце 
разделов задачника.



Практические указания

1. При индивидуальных занятиях без преподавателя сту­
дент должен контролировать себя сам; он должен с максималь­
ной тщательностью проследить, не опущена ли часть доказа­
тельства, и быть весьма требовательным к себе. При несоблю­
дении такого строгого контроля он получит гораздо меньше 
пользы от решения задач. Именно из этих соображений приво­
дится подробное решение всех задач; при этом вычисления из­
лагаются часто более бегло, чем рассуждения.

2. Предлагаемые задачи имеют относительно узкие границы 
(особенно в начале каждой главы) с тем, чтобы решение не 
было излишне трудоемким. Но зато в некоторых задачах ис­
пользуются результаты предыдущих, и тогда это указывается 
в начале формулировки.

3. В изложении решений различные вопросы достаточно 
четко разделены; таким образом, можно обращаться сразу 
к решению отдельного вопроса (пункта) в случае затруднения 
с его решением или с целью узнать ответ прежде, чем задача 
решена.

4. Алгебра помещена целиком перед анализом, так что 
с алгебраическими свойствами можно ознакомиться раньше, 
чем приступать к решению задач по анализу, и можно при их 
решении пользоваться этими свойствами. Но в большинстве за­
дач анализа нужны лишь самые основные алгебраические поня­
тия. Стало быть, алгебра и анализ могут быть и переставлены 
местами.

5. Задачник разбит на восемь разделов; некоторые из них 
в свою очередь разделены на главы; это помогает находить за­
дачи, относящиеся к той или иной части курса. Для тех, кто 
занимается по курсу Пизо и Заманского, эта задача дополни­
тельно облегчается тем, что имеются уточнения, каким главам 
книги соответствует каждый раздел задачника.

6. В начале каждого раздела напоминаются формулировки 
теорем, часто используемые при решениях, и приводятся ука­
зания о способе их применения; речь идет отнюдь не о резюме 
курса, а скорее о его дополнении, ориентирующем на приложе­
ние, ни в коей мере не освобождающее студента от обращения 
к курсу.

7. Формулировки теорем (или их названия, когда это не вы­
зывает путаницы) часто приводятся также в процессе доказа­
тельства. Кроме того, в помощь обладателям книги Пизо и За­
манского указывается место этой теоремы в курсе, чтобы дать 
возможность, рассматривая ее в общей теории, восстановить 
доказательство для этого случая.

8. Многие классические теоремы, не вошедшие в курс об­
щей математики, приводятся в качестве задач. Это дает воз­
можность самостоятельно доказывать важные результаты,



которые отныне уже не будут для студентов совсем новыми, 
когда встретятся им в'дальнейшем; однако не следует пытаться 
искусственно удерживать их в памяти.

9. Все отношения порядка в R являются широкими отноше­
ниями; стало быть, подразумевается, что

«х отрицательно» означает, что х ^  0;
«х больше а» означает, что х ^  а.

В противном случае уточняется, что х строго отрицательно 
(л; <  0) или X строго больше а (х >  а).



ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ
И ОСНОВНЫЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ

I. Дополнительные сведения о функциях. Определения. Отображение 
(или функция) f множества Е во множество F называется:

инъективным, если х #  х ' f(x) ф  f(x' ),  или если V ( / e F  уравнение 
f (x)  =  у имеет не более одного решения;

сюръективным (отображение на), если f (E) — F, или если V ÿ e F  
уравнение f(x)  =  у  имеет по крайней мере одно решение;

биективным, если оно инъективно и сюръективно, или если Vf/ е  F 
уравнение f(x)  =  у имеет одно и только одно решение. (Говорят также, что 
отображение f взаимно однозначно или что f есть биекция.) В этом случае 
существует обратная функция, определенная на F.

З а м е ч а н и я .  1) Инъективное отображение множества Е в F является 
биективным отображением Е на }(Е).

2) Для того чтобы функция имела обратную, необходимо и достаточно, 
чтобы она была инъективной. Тогда обратное отображение будет биективным 
отображением f (E)  на Е.

3) Композиция двух инъективных функций инъективна; композиция двух 
сюръективных функций сюръективна; композиция двух биективных функций 
биективна.

2. Некоторые алгебраические задачи и способы их решения.
I. Показать, что некая часть Г группы G есть подгруппа.
Закон группы записывается мультипликативно, а элемент, симметричный 

к X,  обозначается лг1.
П е р в ы й  с п о с о б .  Достаточно убедиться в том, что: 

нейтральный элемент е принадлежит Г,

X  œ  Г=^>х-і е  Г,
* е Г  и у <= Г=^х</Г

Поскольку при этом закон композиции (в силу 3-го условия — внутренний 
для Г), будучи ассоциативным в G, ассоциативен и в Г, то Г есть группа, 
а значит, и подгруппа группы G.

В т о р о й  с п о с о б .  Предыдущие три условия могут быть заменены 
единственным условием:

я е Г  и о е Г ^ а в - ^ Г .
В самом деле,

V — «=>и«—1 =  е е Г ,
и =  е=^>ѵ~ 1 s  Г, если о е Г ,
и — х и V =  у - 1 =ф>ху  s  Г, если * е Г  и і / е Г .



II. Показать, что некоторая часть В кольца А есть подкольцо.
При помощи одного из способов, указанных в I, следует убедиться в том, 

что В есть аддитивная подгруппа кольца А, а затем — что произведение двух 
элементов из В является снова элементом из В.

Эти условия достаточны, ибо свойства умножения (ассоциативность, дис­
трибутивность относительно сложения) выполняются в Л, а значит, и в В.

Таким образом, достаточно, например, проверить, что
Х ^ В  И yŒB=^>X —  yŒ B  и XyŒB.

III. Показать, что некоторая часть F векторного пространства Е есть 
векторное подпространство.

Необходимо, при помощи одного из методов задачи I, убедиться в том, 
что F есть аддитивная подгруппа пространства Е, и затем, что если х при­
надлежит F, а X — основному телу К, то Хх принадлежит F.

Как и в задаче II, эти условия достаточны, так как свойства внешнего 
умножения удовлетворяются в Е, а значит, и в F.

В итоге достаточно проверить, что
х е  F и
X  €= F и ’ Я g  К -^ Х х  е  F.

IV. Показать, что некоторое множество Е, наделенное законом компози­
ции, имеет структуру группы, кольца или векторного пространства.

Первый способ состоит в том, чтобы проверить выполнение аксиом, опре­
деляющих соответствующую структуру; но иногда этот путь является слиш­
ком длинным.

Если известно, что множество Е есть часть некоторого множества <S, 
имеющего структуру группы (кольца или векторного пространства), то доста­
точно убедиться в том, что Е  есть подгруппа (подкольцо или векторное под­
пространство) относительно <%; в этом случае более эффективны методы за­
дач I, II и III.

Наконец, иногда можно показать, что Е изоморфно некоторому множе­
ству Е', относительно которого уже известно, что оно имеет рассматривае­
мую структуру; это сразу позволит получить нужный результат (определение 
изоморфизма см. Пизо и Заманский, книга I, гл. Ill, 3-й раздел, § 2).



1.01. Если подмножества £  и Е множества Л удовлетворяют 
соотношениям

EU Е =  Л, EÇ]F =  0 ,
то множества Е и F являются дополнениями одно другого до Л.

1.02. Пусть Е и F — подмножества Л. Показать, что

1. С (£ f| Е) =  (CE) U (СЕ),
А А А

2. С  (£ U Е) =  (СЕ) Л (OF),
А А А

3. подмножества Е Г) Е, С  (Е П Е), С (Е Л Е) и С  (Е U Е) обра-
Е F А

зуют разбиение множества Л.
1.03. Характеристической функцией подмножества Е множе- 

жества Л называется следующее отображение е множества Л 
во множество чисел Он 1:

е (X) =  0, если х ф  Е,
е ( х ) = 1 ,  если х е  Е.

1. Если е и f — характеристические функции подмножеств Е 
и Е множества А, то каковы будут множества, имеющие харак­
теристические функции 1— е, ef, е -f- / — е/?

2. Применив результаты п. 1, доказать, что
(Е П Е) П G =  Е f) (Е П G),
(Е Г) Е) (J G =  (Е (J G) П (Е U G),

С (Е П Е) =  (CE) U (СЕ).
1.04. Доказать, что если Е и Е — множества соответственно 

из гп и п элементов, то число всевозможных отображений Е в 
Е равно пт.

Вычислить, в частности, число подмножеств множества Е, 
используя понятие характеристической функции, определенной 
в задаче 1.03.



1.05. Рассмотрим инъективные отображения / множества Е 
в F, где Е и F состоят, соответственно, из т и п элементов.

1. Показать, что для существования инъективных отобра­
жении / необходимо и достаточно, чтобы т ^  п.

2. Показать индукцией по т, что число инъективных ото­
бражений Е в F равно

п (п — 1) . . .  (п — т +  1).

3. Показать, что если при двух отображениях / и / ' множе­
ства Е образы f(E)  и / ' (Е) совпадают, то отображение f~l ° f  
есть перестановка множества Е.

4. Чему равно число С™ подмножеств множества F, состоя­
щих из т элементов?

5. Показать, что С% есть коэффициент при хт в разложении 
многочлена ( х + 1 ) п.

1.06. Пустб ST есть множество функций, определенных и 
принимающих значения в одном и том же множестве Е. Двум 
функциям f и g из ставится в соответствие их композиция
f ° g -

1. Показать, что эта операция ассоциативна.
2. Определить регулярные элементы для этой операции.
1.07. Пример неполного упорядочения.
1. Условимся во множестве N натуральных чисел записы­

вать а ^ Ь ,  если b делится на а. Показать, что тем самым опре­
делено отношение порядка П и что множество N не будет ли­
нейно упорядочено посредством П.

2. Обозначим через Е некоторое конечное подмножество из 
N. Показать, что множество его мажорант имеет минимальный 
элемент, а множество минорант — максимальный элемент. Здесь 
понятие мажоранты, миноранты, максимального или минималь­
ного элемента понимаются относительно порядка Q.

1.08. Говорят, что отношение 52 во множестве Е есть отно­
шение квазипорядка, если оно удовлетворяет следующим двум 
условиям:

(ія52б и Ь52с)#>а52с, аЖа.

1. Показать, что условие (а526 и 652а) определяет отно­
шение 52', являющееся отношением эквивалентности; соответ­
ствующие классы эквивалентности будут обозначаться буквами 
А, В , . . .

2. В фактормножестве éf =  £/52' (множестве классов экви­
валентности) условимся писать А <( В, если существуют такие 
элементы а е  А и b е  В, что а&Ь.

Показать, что это определение не зависит от конкретно вы­
бранных элементов а и b и вводит в & отношение порядка.

3. Во множестве Е конечных подмножеств а множества N 
натуральных чисел вводится отношение 52 следующим обра-



зом: аЯЬ — выполняется, если сумма элементов множества а 
меньше суммы элементов множества Ь.

Показать, что 31 есть квазипорядок; указать соответствую­
щую эквивалентность 31' и классы эквивалентности; показать, 
что классы эквивалентности являются конечными множествами. 
Применить этот результат для доказательства того, что множе­
ство конечных подмножеств множества N счетно.

1.09. Рассмотрим множество Е из четырех элементов е, і, /, 
k и внутренний закон композиции, имеющий таблицу

е i k

е е i i k

і і i k e

! / k e i

-----г—
k k e i i

(Произведение двух элементов находится на пересечении строки, 
определяемой первым элементом, и столбца, определяемого вто­
рым элементом.)

Показать, что тем самым в Е определена структура абеле­
вой группы. Указать ее подгруппы.

1.10. Е — заданное множество, a G — группа биективных 
отображений множества Е на себя, причем операцией служит 
композиция отображений. Будем говорить, что подмножество 
F' из Е равно подмножеству F из Е, если существует та'кая 
функция f e G ,  что f(F) =  F' (если Е — трехмерное простран­
ство элементарной геометрии, a G — группа движений, то по­
лучаем равенство фигур в обычном смысле).

1. Показать, что равенство подмножеств в Е есть отноше­
ние эквивалентности, которое будет обозначаться символом

2. Предположим, что Е — конечное множество, a G — мно­
жество перестановок Е. Показать, что G есть группа и сформу­
лировать непосредственное условие равенства двух подмно­
жеств из Е.

1.11. Говорят, что эквивалентность во множестве Е согла­
суется с внутренним законом композиции у> если

а ~  а' и b ~  Ь' =$> a j  b ~  a' J  Ь'.
1. Показать, что в этом случае на множестве F классов эк­

вивалентности можно определить закон композиции, принимая 
в качестве композиции двух классов А и В класс элемента



■в T  b, где a и b — произвольные представители классов А 
и В.

2. Показать, что если Е — группа, то F — тоже группа.
1.12. Отношение эквивалентности, согласующееся со струк­

турой абелевой группы G или коммутативного кольца А. (Опре­
деление эквивалентности, согласующейся с внутренним законом 
композиции, дано в задаче 1.11.) Закон композиции в группе G 
будет записываться аддитивно.

1. Класс Q нейтрального элемента 0 есть подгруппа.
2. Обратно, любая подгруппа Г определяет эквивалент­

ность, согласующуюся со структурой группы G, если считать, 
что X ~  у при условии X — у Œ. Г.

3. Если G — аддитивная группа Z целых относительных чи­
сел, то единственными подгруппами будут множества Гр крат­
ных целого р.

4. Эквивалентность, согласующаяся со структурой коммута­
тивного кольца А, определяется следующим образом:

х ~ у  если X — г/ е  /,
где / — идеал кольца А. Если А — кольцо целых относительных 
чисел, то его идеалами являются только множества Гр, опре­
деленные в п. 3.

1.13. Во множестве Е пар (а, Ь) действительных чисел, у ко­
торых а отлично от нуля, определяется произведение двух эле­
ментов посредством равенства

(а, Ь) (а', Ь') — (а а ab' +  b).
1. Показать, что Е — некоммутативная группа.
2. Показать, что элементы (а, 0) образуют подгруппу F

группы Е, изоморфную мультипликативной группе отличных от 
нуля действительных чисел. ѵ

3. Определим отображение ф группы Е во множество R 
действительных чисел, положив

ф[(а, Ь)] =  а.
Проверить, что

Ф [(а, Ь) (а', b')] =  ф [(а, b)] ф [(а', Ь')].
Показать, что ф—І ( 1 ), т. е. множество элементов из Е, кото­

рым отображение ф ставит в соответствие 1, образует подгруппу 
в Е, изоморфную аддитивной группе действительных чисел.

1.14. Понятие гомоморфизма группы. Обозначим через G и 
Г две группы, и пусть е й  е — их нейтральные элементы; опера­
ции в G и Г будем записывать мультипликативно.

Отображение f группы G в Г есть гомоморфизм, если для 
любых элементов а и b из G

/ (ab) =  } (a) f ф).



Например, в задаче 1.13 функция <р из п. 3 осуществляет гомо­
морфизм Е в R\ отображение х - + х 2 является гомоморфизмом 
мультипликативной группы нулевых рациональных чисел в себя.

1. Показать, что f ( e ) = e  и f (а~1) =  [f (а)]~1.
2. Показать, что / - ‘ (е) есть подгруппа группы G, а / (G) 

есть подгруппа группы Г.
3. Проверить результаты п. 2 на втором примере.
4. Изоморфизм между G и Г есть биективный гомоморфизм.
1.15. А) Обозначим через Е( х ) наибольшее целое число,

меньшее действительного числа х. Зафиксировав иррациональ­
ное число а, определим отображение / множества Z целых от­
рицательных чисел в интервал [0, 1], положив

f(q) =  aq — E(aq).
Показать, что / инъективно и что если }(Z) содержит числа 

Уі и i/г, то f(Z) содержит также число \у2 — Уі \-
Доказать, что, каково бы ни было е >  0, интервал [0, е] со­

держит по крайней мере один элемент из f (Z),  а значит, и бес­
конечное множество. Показать с помощью предыдущего резуль­
тата, что найдется бесконечно много рациональных чисел p/q, 
•удовлетворяющих неравенствам

Б) В этом пункте используются результаты задач 1.11, 1.12 
и 1.14.

Показать, что отношение
X ~  у, если X — у есть целое число,

определяет во множестве R действительных чисел отношение 
эквивалентности, согласующееся со структурой абелевой группы 
в R. Множество классов эквивалентности составляет аддитив­
ную группу Т, называемую группой действительных чисел по 
модулю 1.

Обозначим через F отображение Z в Т, ставящее в соот­
ветствие каждому целому q класс F(q) элемента f(q),  опреде­
ленного в А).

Показать, что F(Z)  есть подгруппа в Т, изоморфная Z.
1.16. 3? есть множество аффинных функций / с действи­

тельными коэффициентами, определенных для всех действитель­
ных X  равенством f { x ) — ax-\-b (а и b — действительные по­
стоянные). Определим в 9? сложение и умножение, положив

(f +  g) (х) =  f(x) +  g (х),
(f g ) (х) =  {fog) (х) == / [g (*)].

1. Показать, что 9? есть абелева группа по сложению.
2. Показать, что умножение ассоциативно и не коммута­

тивно.



3. Будет ли 9? кольцом?
1.17. Рассмотрим множество Е действительных чисел вида 

т п Ѵ 3 (m и п — произвольные целые относительные числа).
1. Показать, что Е — подкольцо кольца действительных 

чисел.
2. Определим в Е эквивалентность, считая т +  3 ~  т' +

+ п ' Ѵ  3 .если .т'  — т и п' — п кратны 2. Найти число элементов 
фактормножества А и показать, что в А будет определена 
структура кольца, если сумму и произведёшь двух классов 
определить как класс суммы или произведения двух элементов 
из этих классов (можно воспользоваться результатами задач 
1.11 и 1.12 или провести непосредственные рассуждения). При­
вести таблицу умножения элементов множества А. Будет ли 
кольцо А телом?

3. Показать, что А содержит идеал /, состоящий из двух 
элементов.

1.18. Обозначим через w иррациональный корень квадрат­
ного уравнения

со2 =  а со +  b
с рациональными коэффициентами а и Ь.

1. Множество К действительных чисел Л(ш),  где А — произ­
вольный многочлен с рациональными коэффициентами, ест?/ 
кольцо. Множество К совпадает с множеством значений Л (со) 
многочленов А только первой или нулевой ступени.

2. Всякое. число из К рационально или является корнем 
уравнения второй степени с рациональными коэффициентами.

3. К есть поле.
1.19. Пусть А — конечное кольцо без делителей нуля (т. е. 

обладает тем свойством, что если ху =  0, то х или у равно 
нулю).

1. Показать, что всякий ненулевой элемент из А регулярен 
справа и слева и что уравнения

ах — b, х'а =  b
при о, отличном от нуля, имеют единственные решения х и х' 
(более того, отображения х - * а х  и х - * х а  биективны).

2. Пусть а — некоторый фиксированный элемент из Л, а и0 — 
решение уравнения аи0 — а.

Показать, что Uo — правый нейтральный элемент относи­
тельно умножения. Доказать, точно так же, существование ле­
вого нейтрального элемента ѵ0, и затем, взяв произведение Ѵои0, 
показать, что «о =  о̂-

3. Показать, что А — тело.
4. Построить пример кольца без делителей нуля, которое не 

было бы телом.
1.20. П р и м е р ы  в е к т о р н ы х  п р о с т р а н с т в .  1. Множе­

ство R действительных чисел есть векторное пространство над



полем Q рациональных чисел (произведение действительного 
числа на рациональное есть обычное произведение действи­
тельных чисел).

2. Отображения интервала [0, 1] во множество R, принимаю­
щие лишь конечное число значений, образуют векторное про­
странство Ф над R. (Можно использовать следующий резуль­
тат: всевозможные отображения множества А в R составляют 
векторное пространство над R. См. Пизо и Заманский, Алгебра, 
гл. Ill, 3-й раздел, § 1).

3. Отображения интервала [0, 1] в R, непрерывные на допол­
нении некоторого счетного множества, образуют векторное про­
странство над R. (Считается известным, что если две функции 
/ и g непрерывны в точке х0, то функция Kf +  pg также непре­
рывна В Х0.)

4. Множество рациональных решений (хь *2. . . . ,  хп) си­
стемы уравнений с рациональными коэффициентами:'

2 е д  =  о, / = і , 2 , . . . , р ,  (5)

образует векторное пространство Е над полем Q рациональных 
чисел.

Сумма двух решений и произведение решения системы на 
рациональное число К определяются равенствами

(*р 2’ , *„) +  (Х\, X,,
к ( хи х2,

• • ’ Х п) ( Х 1 +  х 1 > х 2 “Ь  Х 2> • • • > Х п Х п)>

• • ï Х̂ ) (ЛХ|, Я.Х2, « • • ) ^хп).

1.21. 1. Множество отображений интервала [—1, 1] в поле 
R действительных чисел имеет структуру коммутативного кольца, 
если определить сумму и произведение двух отображений / и g 
следующим образом:

(f +  g) (х) =  f(x) +  g (х),
Сfg) (х) =  /  (х) g (х).

Указать, какие из приведенных ниже множеств суть под­
кольца и идеалы кольца

1) Множество & полиномиальных функций.
2) Множество £Рп полиномиальных функций степени, не пре­

восходящей п.
3) Множество Q n полиномиальных функций степени, рав­

ной точно п.
4) Множество JF отображений, принимающих в 0 значе­

ние 0.
5) Множество <2/ отображений, принимающих в 0 значение 1. 
2. Множество 8Г имеет также структуру векторного

пространства над R, если определить произведу пи
точная 

научно - TexHV4j*e -«а 
библиотека X3CCF

ЭКЗЕМПЛЯР



действительное À, положив
(Xf)(x) =  kf (X).

Указать среди подмножеств 5s, & п, Q n, JF и °И векторные 
подпространства пространства

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

1.01. Из соотношения E{jF — А следует, что всякий элемент 
X из А, не принадлежащий Е, т. е. элемент множества СЕ,  при­
надлежит Е; значит, С Е  содержится в F.

Из второго соотношения следует, что если х принадлежит F, 
то X не принадлежит Е, и стало быть, принадлежит С £; F со­
держится в СЕ.  Тогда

C E  a  F и F er С Е  =Ф Е — CE.
(Точно так же получаем, что E — CF.)

1.02. 1. Имеем x ^ E [ ) F € $ x ^ E  и х  е  F; 
отсюда

х е С ( £ П ^ )  О  X çé Е или х ф  F
А

(союз или означает, что х удовлетворяет хотя бы одному из 
двух соотношений, в частности, может удовлетворять одновре­
менно обоим). Иначе:

^ е С ( £ ( 1 ^ ) ^ М  С Е  или X œ  С F) X (С £) U (С F).
А А А А А

2. Можно рассуждать, как в п. 1, или использойать ре­
зультат, полученный там. Если Е' — СЕ  и Е ' — СЕ, то, как

А А
известно, С Е ' — Е и CF'  — F. Применяем результат п. 1 к Е'

л  А
и к F':

С (Е' Л F') =  (CE') U (CE') — E\JF.
А А А

Отсюда, взяв дополнения множеств, получаем 
E' f \F '  =  (СЕ)  Л (СЕ) =  С (£ U Е).

А А А

3. Используя п. 2, можно определить четыре рассматрива­
емых множества следующим образом:

X е  £  Л Е Ф Ф х е £ и X  Œ Е,
х е = С ( £ Л Е ) « ф х е £

£
и х ф  Е,

x e = C ( E f \ F ) < $ x < £ E
р

и х е Е ,

x f = C { E \ } . F ) & x & E и X  ф  Е.
А



Если заменить отрицаниями условия, стоящие в правой 
части любого из этих соотношений, то сразу будет видно, что 
полученные множества попарно не пересекаются; их объедине­
ние составляет множество А, так как элемент из А всегда удов­
летворяет одной из четырех пар условий. На рис. 1 изображены

предыдущие множества, причем за А принимается вся плос­
кость R2, C(E[)F)  заштриховано, a EOF покрыто точками.

А
1.03. 1. Поскольку

1 * м = { ‘;
1, если х ф Е ,  то есть х ^ С Е ,  

если X е; Е, то есть х е  СЕ,
то 1 — е является характеристической функцией дополнения 
СЕ.  Далее имеем

(ef) {x) =  e{x)f{x) = 1, если 
0, если

x œ  Е f\ F, 
х Ф Е OF,

так как во втором случае хотя бы один из сомножителей равен 
нулю; ef есть характеристическая функция пересечения EOF. 

Наконец,
<р(х) — е (х) +  f(x) — e (x)f(x) =  е(х) +  f (х) [I — е (*)] =»

=  f {х) +  е(х)[ 1 — f (*)].
Когда е принимает значение 1, <р тоже принимает значение 

1; то же самое будет, если f принимает значение 1. При е(х) 
и f (x),  равных нулю, ф(х) тоже обращается в нуль. Итак,

Ф (х) — 0, если X ф  Е и X ф  F,
1, если X: g £ или r e f .

Следовательно, ф есть характеристическая функция объеди­
нения E\JF.

2. Чтобы убедиться в том, что два множества тождественно 
совпадают, достаточно доказать, что их характеристические 
функции равны, т. е. имеют при любом х  одинаковые значения.



Обозначив через е, f, g характеристические функции множеств 
Е, F, G и используя п. 1, получаем:

[е (X) f (х)] g(x) — e (х) [f (х) g (х)]
(в силу ассоциативности произведения в R);
g(x) +  e (х) / (х) — е (х) / (х) g (х) =

=  [е (х) +  g (х) — е {х) g (х)] [f (х) +  g (x) — f {х) g (x)j

(так как g2{х) — g (х), поскольку g(x)  равно 0 или 1);

1 — е(х)/(х) =  [1 — е{х)} +  [1 — f (х)] — [1 — е(х)] [1 — / (х)].
1.04. Проведем индукцию по числу т элементов множества 

Е. Если т =  1, то единственный элемент из Е может перейти 
в любой из п элементов множества F; в этом случае имеется и 
отображений. Допустим, что результат установлен для мно­
жества из ( т — 1) элементов. Будем считать множество Е объ­
единением множества Е\ из (т — 1) элементов и. множества Е2 
из одного элемента. Отображение / множества Е во множество 
F определяется своими сужениями /у и f2 на Е\ и Е2, при этом 
двум различным парам (/у,/2) и (f\, f2) соответствуют различ­
ные функции f и следовательно, число различных отображе­
ний / совпадает с числом различных пар (/і,Ь ), равным произ­
ведению числа различных отображений /у на число различных 
отображений f2. Число отображений /у множества Zy в F равно, 
по предположению, пт~\  а число отображений /2 множества 
Е2 в  F равно п ;  стало быть, число всевозможных функций f 
равно пт ~1 X п =  пт.

Подмножество множества Е однозначно определяется своей 
характеристической функцией, т. е. отображением множества 
Е во множество (0, 1} из двух элементов; поэтому число всех 
подмножеств множества Е (включая пустое множество и само 
Е ) равно числу отображений множества Е во множество из 
двух элементов, т. е. 2т.

1.05. 1. Если отображение / инъективно, то число элементов 
множества f(E)  равно числу элементов множества Е, т. е. т, 
а так как f(E)  содержится в F, то необходимо, чтобы т ^  п. 
Это условие и достаточно, ибо если Ф есть множество из т 
элементов, содержащееся в F, то существует биекция £  в Ф, 
т. е. инъективное отображение Е в F.

2. Для т =  1 утверждение очевидно; допустим, что оно 
верно для случая, когда множество Е состоит из ш — 1 элемен­
тов. Множество Е из т элементов есть объединение множества 
Е\ из (т — 1) элементов и множества Е2, состоящего из един­
ственного элемента х0. Сужение f\ отображения f на Е\ инъек­
тивно, и число этих отображений, по предположению, равно 
п(п — 1) . . .  (п — щ - |- 2 ). Но для каждой функции /і образ /(х 0) 
последнего элемента из Е может выбираться произвольно во



множестве С Ы^ і ) ,  т- е- во множестве из п — ( т — 1) элемен-
F

тов. Значит, каждой функции /у соответствует п — (т — 1) раз­
личных функций /, а различным функциям /у соответствуют 
различные функции /. Следовательно, число инъективных ото­
бражений множества £  во множество F равно

п ( п — 1) . . .  (п —- т +  2) (п — т +  1).
3. В силу инъективности отображения f обратное к f ото­

бражение f~x определено на /(£ )  и тоже инъективно. Стало 
быть, композиция отображает £  в £  и будет инъектив­
ным отображением; множество (f-1 ° /') (£) содержит т эле­
ментов, и значит, совпадает с £. Отображение есть биек­
ция £  на себя, т. е. перестановка р множества £.

Этот результат можно записать в следующей эквивалентной 
форме: f' =  f о р.

4. Всякое подмножество Ф и  ̂ £, состоящее из т элементов, 
есть образ множества £  при некотором инъективном отобра­
жении; если / есть одно из отображений, для которых f(E) =  Ф, 
то другие отображения / ' имеют вид f ° р, где р — перестановка 
множества £. Стало быть, имеется т\ функций /, для которых 
образ множества £  совпадает с Ф (т\ есть число перестановок 
множества £ ). Число инъективных отображений £  в £  равно 
^ п Х  («?!)■ и в силу щ2,

Гт _  п (п — 1) . . .  (п — т +  1) 
п ті

5. Перенумеруем сомножители в произведении ( x- f - l )n =  
=  (х +  1) (х +  1) ... (х +  1). Проведя все перемножения, убеж­
даемся, что слагаемое хт получается в том случае, если из т 
сомножителей берется член х, а из остальных 1, и следова­
тельно, каждому слагаемому хт соответствует подмножество Ф 
из т чисел (элементов) множества первых п натуральных чи­
сел— номера тех скобок, из которых выбирается х. Число всех 
таких слагаемых, т. е. коэффициент при хт многочлена ( х + І ) ”, 
есть число всех таких подмножеств Ф, т. е. С™.

1.06. 1. Чтобы доказать равенство
(/ ° g ) 0 h =  f о (g о h),

достаточно установить, что образы любого элемента пз £  при 
этих двух отображениях совпадают. Пусть х — элемент из Еу 
u — h(x),  и =  g (и). Тогда
[(/ ° g) ° h] (х) =  [f°g] (h (х)) =  (/ о g) (и) =  f [g- (и)] =  f  (v),

(g ° h) (x) =  g\h  (x)] =  g(u) =
и, следовательно,

[/ ° (ß ° h)] (x) =  f[(g ° h) (x)] =  f  (v).
2. Для того чтобы отображение / было регулярно слева, не­

обходимо и достаточно, чтобы оно было инъективно. В самом



деле, если f инъективно и если f ° g  =  f °g ' ,  то для любого х

Если же f не инъективно, то найдутся два различных эле­
мента а и Ь, образы f(a) и f(b) которых совпадают. Пусть 
отображения g и g'  таковы, что g(x) =  a, g'  (х) =  b для неко­
торого элемента * е £ ;  тогда f ag =  f °g ' ,  и отображение f не 
будет регулярным слева.

Точно так же, для того, чтобы f было регулярно справа, не­
обходимо и достаточно, чтобы оно было сюръективно.

Если f сюръективно, то каждому х œ. Е соответствует такое 
и, что f(u) —  X.  Тогда равенство g ° f  —  g'  ° f  влечет g{x) =  g'(x)  
для любого X.

Если же f не сюръективно, то g ° f  — g ' ° f  для тех отобра­
жений g и g', сужения которых на f (E)  совпадают; но сами g 
и g'  могут быть различны, ибо могут принимать различные зна­
чения вне f ( E ) .

Наконец, для того, чтобы f было регулярно (т. е. регулярно 
и слева и справа), необходимо и достаточно, чтобы оно было 
биективно.

1.07. 1. Р е ф л е к с и в н о с т ь :  а а, так как а делится на а.
Т р а н з и т и в н о с т ь :  а <( 6 и 6 <( с =#> а <( с.
Действительно, b =  aq и с =  bq' ==> с =  a(qq').
А н т и с и м м е т р и ч н о с т ь :  а <^Ь и b а =ф> b — а.
Действительно, если b делится на а, то а ^  Ь, а если а де­

лится на Ь, то b ^  а, откуда следует а =  Ь.
Q не дает полногб (линейного) упорядочения, ибо ни одно 

из соотношений 6 10 и 10<(6 не выполняется.
2. Мажоранты множества Е служат общими кратными эле­

ментов этого множества; они все кратны одному из них, а именно, 
наименьшему общему кратному (н. о. к.), который и будет ми­
нимальным элементом мажорант множества Е в смысле отно­
шения порядка П.

Точно так же, миноранты множества Е служат общими де­
лителями элементов из Е ; все они являются делителями наи­
большего общего делителя (н. о. д.), который и будет макси­
мальным элементом минорант в смысле отношения порядка Q.

1.08. 1. Р е ф л е к с и в н о с т ь  аЖа  следует из 2-го свойства 
отношения Ж

С и м м е т р и ч н о с т ь  аЖЬ =#> ЬЖа вытекает из того, что а 
и b в определении Ж  присутствуют симметрично.

Т р а н з и т и в н о с т ь  (аЖЬ и ЬЖс) аЖс  также имеет 
место. В самом деле,ѵ

f [£ (*)] =  î [g' (*)] =#£(*) =  g'  (x)=¥g =  g'-

аЖЬ =#> аЯЬ и ЫЁа,
ЬЖс bSlc и с$Ъ,



2. Если а' и Ь' — два других элемента соответственно мно­
жеств А и В, то

a'52'a =#■ а'52а, Ь' 52' Ь =Ф Ь&Ь',
и, по условию, аМЬ.

Транзитивность 52 влечет теперь соотношение отно­
шению 52 удовлетворяют все пары (а’,Ь'), если ему удовлетво­
ряет одна выбранная пара (a, b).

Определенное так на классах эквивалентности отношение 
рефлексивно и транзитивно вместе с 52. В самом деле, А <( А, 
ибо для а е Л  имеем «52а; далее, А-К. В и В < ( С ф Л < ( С ,  так 
как, если a, b и с — три элемента из Л, В и С, то aÿtb и 652с, 
откуда имеем а52с.

Покажем, что это отношение обладает также свойством ан­
тисимметричности. Допустим, что Л< ( В  и В -< Л; если а и 
b — элементы из Л и В, то имеем «526 и 652а, или, по определе­
нию, а52'6, и значит, а, b принадлежат одному классу эквива­
лентности, т. е. Л и В совпадают.

3. Непосредственно убеждаемся, что 52 есть квазипорядок.
Если К (а) — сумма элементов множества а, то отношение

aât'b определяется условиями К ( а ) ^ . К ( Ь )  и К ( Ь ) ^ . К ( а ) ,  т. е. 
К(а) =  К(Ь).  Класс эквивалентности Ah есть множество под­
множеств а, для которых К (а) имеет одно и та-же значение /г, 
найдется не более чем конечное число таких подмножеств а, 
ибо число элементов в а не больше чем h, a элементами мно­
жества а являются числа 1, 2, не превосходящие h. Следо­
вательно, число подмножеств в классе эквивалентности Ап не 
превосходит числа 2h, равного числу всех подмножеств из h 
элементов (см. задачу 1.04). Таким образом, все классы экви­
валентности суть конечные множества.

Для доказательства счетности множества конечных подмно­
жеств множества натуральных чисел заметим, что каждое под­
множество принадлежит какому-либо классу, и эти классы не 
пересекаются. Следовательно, если перенумеровать подмноже­
ства последовательно в классах А и А 2, А 3, . . . ,  то каждому ко­
нечному множеству натуральных чисел будет отнесено нату­
ральное число, но это и означает, что число всех таких мно­
жеств счетно.

1.09. Произведение элемента справа или слева на е равно 
этому элементу, и значит, е — нейтральный элемент.

Таблица симметрична относительно главной диагонали, и 
поэтому перемена порядка множителей не меняет результата; 
следовательно, закон к о м м у т а т и в е н .

А с с о ц и а т и в н о с т ь .  Мы должны проверить равенство 
(aß)y — a(ßy) для всевозможных значений а, ß, у. Пусть вна­
чале а, ß, у принимают различные и отличные от е значения. 
Тогда для произведения (aß )у имеем

(*7) k = } ,  (jk) i =  и (ki) j  = } ,



т. e. оно не зависит от выбора перестановки элементов і, /, k. 
Поскольку, в силу коммутативности, a(ßy) =  (ßY)a > 10 исход­
ное равенство для этого случая проверено. В предположении, 
что произведение (aß )у содержит два равных числа, имеем 

(и) j — е — і (ij), (ti) k — i — i (ik), (//) i =  i =  j (ji),
07) k — k — j (jk), (kk) i =  k — k (ki), (kk) j — e — k (kj).

Наконец, если все члены a, ß и у между собой равны или 
если хотя бы один из членов равен е, результат очевиден.

С и м м е т р и ч н ы е  э л е м е н т ы .  Соотношения ik — е и 
jj =  е показывают, что всякий элемент обладает симметрич­
ным: симметричным к і будет k, и наоборот, а / симметричен /.

Подгруппа G непременно содержит нейтральный элемент е\ 
если она содержит некоторый элемент, то она содержит 
и его симметричный, а также произведение двух элементов 
множества G. Если G содержит і, то она содержит k, симмет­
ричный к і, и / — іі, т. е. совпадает с Е. Если G содержит k, то 
она содержит і, и снова совпадает с Е. Наконец, множество 
{е, /} есть подгруппа группы Е, так как элемент / симметричен 
самому себе, и

ее =  е, ej =  j, jj =  e.
1.10. 1. Нейтральный элемент группы G есть тождественное 

отображение е множества Е в себя:
e (F) =  F 4 F ~ F ;

по определению, F' ~  F означает, что в G найдется функция /, 
для которой f(F) — F'. Элемент f~l, симметричный к f в G, есть 
функция, обратная к f; она также осуществляет биекцию Е на 
Е. Имеем

/? =  /-!  ( F ' ) ^ f ~ F ' .

Если F" ~  F' и F' ~  F, то существуют такие функции f и 
g, что F" =  g(F') и F' — f(F).  Функция g ° f  снова является 
элементом из G, и

(g°f ) (F)  =  F " ^ F " ~ F .
Следовательно, все три свойства отношения эквивалентности 

выполнены.
2. Перестановка р есть биекция Е на себя. Тождественное 

отображение есть перестановка; отображение, обратное пере­
становке, есть перестановка; наконец, композиция двух биекций 
есть биекция, н значит, композиция двух перестановок множе­
ства Е есть перестановка Е. А так как известно (задача 1.06), 
что композиция функций — ассоциативная операция, то дока­
зано, что множество G перестановок составляет группу.

Если F' — p(F),  то F и F' имеют одинаковое число элемен­
тов, поскольку р инъективно (два различных элемента из F 
имеют различные образы).



Обратно, если F и F' имеют одинаковое число элементов, то 
найдется такая перестановка р множества Е, что p(F) = F'. 
Определим эту перестановку, записав в одной строке элементы 
из F, затем элементы из С F, а в другой, расположенной под 
ней, — элементы из F', затем элементы из С F'. Поскольку F и 
F', а следовательно, С F и С F', имеют одно и то же число эле­
ментов, то отнеся каждому элементу верхней строки располо­
женный под ним элемент нижней строки, получим перестановку 
р множества Е ; при этом p(F) =  F'. Имеем: ^

F CF

F'  CF'

Стало быть, два подмножества из Е равны в том и только 
том случае, если они имеют одинаковое число элементов.

1.11. 1. Следует проверить, что закон композиции определен, 
т. е. класс элемента атЬ зависит только от классов А и В 
и не зависит от выбора элементов a \i b в этих классах. Это 
условие выполнено, ибо если а' и Ь' — другие два элемента из 
А и В, т. е. а' ~  а и b' ~  Ь, то в силу предположения, а'~[Ь' — 
~а~гЬ.  Класс элемента а'тЬ'  является классом элемента a f b .

2. Определенный на F закон композиции обладает свой­
ствами исходного закона. В самом деле, если первый ассоциа­
тивен, то второй тоже. Возьмем три класса А, В, С, и в  этих 
классах — элементы а, Ь, с\ тогда

(атЬ)тс =  ат(Ьтс)=Ф(АтВ)тС =  A j { B j C ) .
Если и — нейтральный элемент в Е, то класс Й элемента о» 

есть нейтральный элемент в F\

(ùTa =  a j (ù =^ QT  А =  Л т й .
Наконец, если а~1 симметрично к а, то класс А'  элемента 

а-1 симметричен классу А элемента а*) :

ü T ö _l =  a- 1T f l =  (а=Ф Ат А' =  А'т A==Q.
Стало быть, закон композиции определяет в Е структуру 

группы.
1.12. 1. По определению, r e Q ,  если х ~  0. Если г е й  и 

у œ  Q, то X — у ~  0 — 0 =  0, поскольку эквивалентность

*) Следует еще отметить, что если а ~ Ь ,  то ибо из соотноше­
ний a—l ~ a —1, а ~ &  получаем а ^ Т а Т б - ' ^ а - ’ т ^ Т б -1 . но в
силу ассоциативности, a ~ l T a j  Ь~1 =  b - \  a ~ l J b T b ~ l =  а - l .  Отсюда, в част­
ности, вытекает, что если а ~ а ,  Ь~Ъ, то о +  а -1 ~ Ь  +  Ь- і и а -1 + а ~ Ь~' +  Ъ.



согласуется со сложением; значит, х — у œ  fi. Таким образом, £2 
есть подгруппа группы G.

2. Все три свойства эквивалентности выполнены, ибо Г есть 
подгруппа, и поэтому

х - і  =  0 е  Г=#>л:~х;
X — у Œ Г у — X =  — (х — у) ёЕ Г.

Значит,
х ~ у = $ у ~ х \

X -  ÿ е  Г и у — z Œ Г =$>х — z =  {x — у ) -{-{у — z) ^  Г", 

следовательно,
х ~ у  и y ~ z ^ ? x ~ z .

Определенная таким способом эквивалентность согласуется 
с операцией. Действительно,
х'  ~  X и у'  ~  у х'  — X е  Г и у'  — у œ  Г =#> +  у' — (х +  у) =

=  (л:' — л:) +  (г/' — г/) ее Г =Ф х'  +  у'  ~  х  +  у.
3. Пусть Г+ — строго положительные элементы группы Г, 

а Г-  — множество элементов, противоположных к элементам из 
Г+. (Очевидно, Г есть объединение Г+, Г-  и 0.) Г+ имеет наи­
меньший элемент р.

Произведение р на любое натуральное число принадлежит 
Г, а значит, и Г+. Действительно, тр есть сумма т членов, 
равных р, и стало быть, является элементом группы.

Элементу, х  из Г+ отнесем остаток г от деления х на р. 
Число г — а — тр ^  0 как разность двух элементов из Г при­
надлежит Г; оно не может принадлежать Г+, поскольку г <  р, 
и значит, г равно нулю. Следовательно, элементы Г+ кратны р. 
Этим свойством обладают и элементы Г~.

Итак, подгруппы Г суть множества Гр чисел, кратных р.
4. Эквивалентность должна согласовываться со структурой 

аддитивной абелевой группы А; значит, она определяется неко­
торой подгруппой /: X ~  у, если х — у cz I.

Эквивалентность должна согласовываться с умножением, 
т. е. X ~  х' и у ~  у'  ==> ху ~  х'у'. В частности, если у  е  /, т. е. 
у ~  0, то при любом X е Д  ху ~  х0 =  0, т. е. ху е= I. Иными 
словами, хі  должно содержаться в /, но это означает, что /  — 
идеал кольца А.

Обратно, если в кольце А отношение эквивалентности вве­
дено с помощью идеала /, то оно согласуется с умножением. 
В самом деле, если х' ~  х и у' ~  у, то х'  — х е  /  и у'  — г / е / ,  
а поскольку /  — идеал, то произведения у(х'  — х) и х'(у'  — у) 
принадлежат /; стало быть, и разность х'у* — ху — х'(у'  — у) -f  
А - у ( х ' - х )  принадлежит I. Следовательно,

х ' ~ х  и у '  ~  у  =#> х'у'  ~  ху.



Если А есть кольцо целых относительных чисел, то его ад­
дитивными подгруппами будут лишь множества Гр чисел, крат­
ных целому р. Эти множества являются, очевидно, идеалами, и 
следовательно, будут единственными идеалами в Z. Стало 
быть, Z имеет лишь факторкольца, изучавшиеся в курсе Пизо 
и Заманского, 'Алгебра, гл. Ill, 1-й раздел, § 3, когда речь шла 
о телах характеристики р.

1.13. 1. О п е р а ц и я  а с с о ц и а т и в н а ,  поскольку

[(а, Ь) (а', Ь')] (а", Ь") — (аа'а", аа'Ь" +  ab' +  b),
(a, b) \{а', b) (a", b")] =  (a, b) (а'а", а'Ь" +  Ь) =

=  (аа'а", аа'Ь" +  ab' -f- b).

О н а  не к о м м у т а т и в н а ,  ибо, например, (2,0).(1,1) =  
=  (2,2), (1,1) (2,0) =  (2,1).

Элемент (1,0) — нейтральный. Симметричным к (а, Ь) яв­
ляется элемент (а, Ь)~х =  ( 1 /а ,—6/а),так как (а,Ь) (1/а,—Ь/а) =  
=  (1/а, —6/а) (a, b) =  (1,0).

2. Отображение а- *  (а, 0) есть биекция множества отличных 
от нуля действительных чисел на F, и произведению двух дей­
ствительных чисел соответствует произведение элементов из F: 
аа'—*(аа', 0) =  (а, 0) (а', 0) ; (образ (1,0) элемента 1 есть ней­
тральный элемент; образ l /а есть элемент (1/а,0) =  (а ,0 )_І, 
симметричный элементу (1 ,0)). Значит, F есть подгруппа 
группы Е, изоморфная мультипликативной группе отличных от 
нуля действительных чисел.

3. Справедливы равенства

Ф [(а, Ь) (а', Ь')] — ф [(аа', ab' +  b)] — аа',
Ф [а, Ь] ф  [а', Ь') —  аа',

так что
Ф [(a, b) (а', Ь')] =  ф [(а, 6)] ф [(a', b')]. -

Ф_1(1) есть множество элементов вида (1,Ь). Чтобы пока­
зать, что это есть подгруппа группы Е, достаточно убедиться, 
что (1, b) (1, Ь')~1 есть элемент из ф—1 ( 1 ) ; это на самом деле 
так, ибо (1, b) (1, Ь')~1 — (1, b) (1, — Ь') —  (1, b — b').

Отображение ф, которое паре (1,6) ставит в соответствие 
число Ь, есть биекция множества ф—1 ( 1 ) на R ; кроме того, 
ф[(1, b) (1, b')] =  b -\-b' — ф[(1, b)] +  ф[(1, b')]. Следовательно, 
ф есть изоморфизм множества ф~1 ( 1 ) и аддитивной группы дей­
ствительных чисел (определение изоморфизма см. Пизо и За- 
манский, книга I, гл. Ill, 3-й раздел, § 2).

1.14. 1. Для любого элемента а ^  G имеем

ae =  a ^ f ( a e )  =  f  (a) f(è) =  f (а).



Умножив последнее равенство слева на элемент [/(а)]-1, об­
ратный к /(а) в Г, получим f(e) =  e. Точно так же из а~1а =  
=  асг1 =  е выводим

е =  /(<?) =  / (а~1а) =  / (a“ 1) / (а) =  / (aa~l) = / (а)/ (а~х),

чем доказано, что f (a~l) есть обратный элемент [/(а)]~‘ к f (a ) 
в Г.

2. Для любых двух элементов а и & из /_1(е) имеем

/ (ab) =  f (a) / (b) =  ее =  e =Ф ab œ  /~ ‘ (в),
/ (b~l) =  [/ (b)]“ ' =  e - 1 =  e =Ф b-« œ  f"« (e),

и кроме того, f (e) =  e =#> e e  f-1 (e).
Тем самым доказано, что f-1(e) есть подгруппа группы G. 
Если а и ß — элементы из / (G),  то, по определению, в G 

найдутся такие элементы а и Ь, что а =  f(a),  ß =  /(ö ); отсюда

aß“ 1 -  / (a) [/ (ô)]-1 =  / (a) / (&-*) -  / (ab~%

Элемент aß -1, будучи образом элемента ab~\  также принад­
лежит / (G).  Таким образом, / (G) является подгруппой группы Г.

3. В этом случае множество /_1(1) состоит из чисел — 1 и 1; 
это есть подгруппа мультипликативной группы рациональных 
чисел.

Образ группы есть множество квадратов рациональных чи­
сел; это множество тоже является подгруппой.

4. В сравнении с гомоморфизмом, в определение изомор­
физма вводится единственное дополнительное условие, что 
функция является взаимно однозначным отображением (т. е. 
биекцией) G на Г (см. Пизо и Заманский, книга I, гл. Ill, 3-й 
раздел, § 2).

1.15. А) Предположим, что f(q) =  f(q').  Тогда 
aq — E (aq) — aq' — E (aq'), 

a(q'  — q) =  E (aq') — E (aq)\
q' — q не может быть отлично от 0, так как тогда а было бы 
рациональным (E(aq') и E(aq)— целые). Таким образом, усло­
вие f(q) — f(q') влечет q — q', т. e. / инъективно.

Предположим, что у ь г/г — элементы множества f(Z)  и у\ <  
<  г/г; имеем

Ih — aqx — E (aq{), у2 — aq2 — E(aq2),
Уі — У i =  а (?2 — Яд — (E (aq2) — E (aqd).

Разность г/г — у\ заключена между 0 и 1; значит, целое число 
E(aq2) — E(aqi) есть наибольшее целое, меньшее a(q2 — qi), 
т. e.

E [a (q2 — <7,)] =  E (aq2) — E (aqd,



и следовательно,

У2 ~ У \  =  а ІЧг ~ У і ) — Е [а (q2 — q{)\ =  f (q2 — <?,); 
таким образом, У2 ~  У i E  f (Z) .

Если отрезок [0, е] не содержит элемента из /(Z ), то со­
гласно предыдущему результату разность двух элементов мно­
жества f(Z) будет больше е; но тогда множество f(Z),  содер­
жащееся в [0, 1], будет иметь лишь конечное число элементов, 
чего не может быть, поскольку Z бесконечно, a f инъективно.

Заметим, что поскольку а иррационально, то f(q) отлично 
от нуля; бесконечную последовательность элементов f(q) из 
[О, е] с помощью этого можно построить следующим образом. 
Мы уже установили, что [0, е] содержит по крайней мере один 
элемент у из f(Z);  допустим, что мы нашли уже п таких эле­
ментов у 1, . . . ,  у„\ возьмем число е„, строго меньшее, чем 
у 1, . . . ,  уп (это возможно, поскольку ни одно из у п не равно 
нулю). Мы знаем, что интервал [0, е„] содержит хотя бы один 
элемент у из f (Z),  который, по построению, отличен от преды­
дущих. Обозначим через q такое целое число, что f{q) Œ [0, е„], 
а через р — целое число E(aq).  Тогда имеем

О <  aq — р ^

Заменяя в случае надобности р и q на —р и — q, получаем тре­
буемый результат. •

Б) Целые относительные числа образуют подгруппу Z ад­
дитивной абелевой группы R. Но тогда (задача 1.12) отноше­
ние, определяемое условием х — ÿ E Z ,  есть отношение эквива­
лентности, согласующееся с операцией сложения в R-, фактор­
множество по этому отношению имеет структуру группы (за­
дача 1.11).

О т о б р а ж е н и е  F и н ъ е к т и в н о .  Действительно, если 
q ф  q', то ! ( у ) —{ ^ ' ) ф О ,  так как f инъективно; | /(<?) — 
— f(q') I <  1, поскольку 0 <  f(q) <  1 и 0 <  f(q') <  1. Следова­
тельно, f(q) и f(q') не эквивалентны, и классы F (q) и F(q') 
различны; стало быть, F инъективно.

F есть гомоморфизм Z в Т (определение и свойства см. в за­
даче 1.14). Действительно, по определению операции в Т имеем

F(q) +  F  (q') =  cif (q) + cif (q') =  cl [f (q) + f {q')\-

значит, класс суммы f(q)-\-f(q' )  совпадает с классом элемента 
Нч +  Ч'), т. е.

F{q) +  F{q') =  F{q +  q').
Согласно результатам 1.14, F(Z) есть подгруппа группы Т; 

кроме того, функция F инъективна; значит, F есть биекция Z 
на F(Z).  Таким образом, F есть биективный гомоморфизм Z на 
F(Z),  т. е. изоморфизм.



1.16. 1. Сложение есть внутренняя операция: 
f {х) — ах b и g (х) =  а'х +  Ь' =#>

=Ф (/ +  g) (я) —  (я +  а') х ~Ь (b +  b').
Для доказательства того, что 3 — аддитивная абелева 

группа, возможны два пути.
Первый заключается в том, чтобы использовать представле­

ние f посредством пары (a, b) действительных чисел; проверка 
свойств группы осуществляется тривиально.

Второй путь — провести для частного случая 3  доказатель­
ство из курса Пизо и Заманского, книга II, гл. Ill, 3-й раздел, 
§ 1.

2. Легко видеть, что внутренней операцией является также 
и умножение. В самом деле,

f(y) =  ay +  b и g(x) =  а'х +  Ь' =#
=#> (fg) (х) — аа'х +  ab' -f  b.

Для изучения свойств умножения можно снова использо­
вать представление f парой (a, b) действительных чисел, опре­
деленное в задаче 1.13, к которой следует обратиться и за до­
казательством соответствующих свойств. Можно также пока­
зать, что композиция функций ассоциативна, тем же путем, как 
это сделано в задаче 1.06. Пример f (x) = x — 2, g(x) =  2х + 1, 
показывает, что она не коммутативна.

3. 9? есть аддитивная абелева группа; умножение ассоциа­
тивно; следовательно, для того чтобы 3  была кольцом, необхо­
димо и достаточно, чтобы умножение было дистрибутивно отно­
сительно сложения.

Д и с т р и б у т и в н о с т ь  с п р а в а  не в ы п о л н я е т с я .  
В самом деле,

IT (g +  g ')] (x) =  f [(g +  g') (*)] =  î  [g (x) - f  g ' (*)].
[fg +  fg'](x) =  f \g(x)) +  f[g'(x)}.

Эти два выражения равны только при b =  0. В этом легко 
убедиться, взяв, например, g(x) — g'(x) =  х и f (x) =  ах +  b\ 
тогда

ï  [g (x) +  g ' (*)] =  2 ах 4-b,  f [g  (*)] +  f [g ' (x)] =  2 ax +  2 b.

Стало быть, 3  не является кольцом.
Напротив, легко видеть, что умножение дистрибутивно сле­

ва, т. е.
(/ +  f ' ) g =  fg +  f'g-

Этот пример показывает, что для некоммутативной опера­
ции существеннно в доказательствах рассматривать как пра­
вые, так и левые свойства операции.



1.17. 1. Нужно показать, что Е есть аддитивная подгруппа 
группы R (достаточно убедиться, что разность двух чисел из Е 
есть число из Е) и что умножение есть внутренняя операция 
для Е. Имеем

т +  п Ÿ 3  — (т' +  и' Y  З) =  (т — т') +  (п — п') Y 3, 

{ m - \ - n Y 3) {т' — п' Y%) — тт' +  Зпя' +  {тп' +  пт') Y 3»
где (т — т ' ) , (п — п' ) , (тт' +  3пп' ) , (тп' -f- пт') — целые от­
носительные числа.

2. Для изучения свойств множества А можно воспользо­
ваться результатом задач 1.11 и 1.12 п. 4. Вначале заметим, что 
эквивалентность определена условием

(т +  п Y З) — (т' - f  п'  |АЗ) œ  /,
где / — множество чисел из Е, коэффициенты т и п  которых 
кратны 2. В силу результата задачи 1.12 п. 4, для того чтобы А 
было кольцом, необходимо и достаточно, чтобы I было идеа­
лом, т. е. чтобы множество /  было аддитивной подгруппой и 
чтобы произведение элемента из /  на произвольный элемент 
кольца Е снова было элементом из /. Все эти условия здесь 
легко проверяются.

Можно также применить прямой способ, убедившись в том, 
что:

отношение есть отношение эквивалентности;
сумма и произведение двух классов определены, т. е. класс 

суммы или произведения двух элементов зависит только от 
классов этих элементов;

определенные так операции превращают фактормножество 
А в кольцо (результат очевиден в силу определения операций 
на классах: свойства операций в Е одинаково справедливы 
и в Л).

Чтобы показать, например, что класс произведения двух 
элементов м и н  из Е зависит только от классов этих элементов, 
надо показать, что

и'  ~  и и v' ~  V =#>м'ц' ~  иѵ.
Для этого, в силу коммутативности умножения, достаточно 

проверить утверждение
и' ~  и и'ѵ ~  иѵ.

Действительно, если оно имеет место, то также 
v' ~  v =# ѵ'и' ~  vu' или и 'ѵ '~  и'ѵ, 

и, наконец, оба эти утверждения дают
и' ~  и и v'  ~  v иѵ ~  и'ѵ ~  и'ѵ'.

Чтобы проверить это свойство, запишем и'ѵ — иѵ = { и '  — и)ѵ; 
коэффициенты разности и' — и, по условию, кратны 2,



а значит, и коэффициенты произведения (и' — и) и тоже кратны 
2 (достаточно применить формулы из п. 1). Элементы множе­
ства А суть классы эквивалентности; каждый класс содержит, 
и притом единственное, число т +  п У  3, для которого т и п  
равны либо 1, либо 0 , и однозначно определен этим числом; 
значит, А содержит 4 элемента, определяемые числами

О, 1, ] /3 , 1 +  1/3,
Таблица умножения этих классов имеет вид

0 1 Ѵз 1 + Ѵз

0 0 0 0 0

1 0 1 Ѵз 1 +  / з

Ѵ~з 0 Ѵз 1 1 +  Ѵз

1 +  / 3 0 і + Ѵз И -  Ѵз 0

А не будет телом, так как произведение 1 +  l/З  на себя 
равно нулю, и значит, класс 1 +  ] /3  не может иметь обрат­
ного.

3. Подмножество В множества А есть идеал, если В есть 
аддитивная подгруппа и если произведение элемента из В на 
элемент из А принадлежит В. Если В содержит 1 или У 3, то 
оно содержит все элементы из А, так как эти элементы могут 
быть получены как произведения 1 или У  3 на элементы из 
Л; этот случай не представляет интереса. Но множество В, со­
держащее 0 и 1 +  У 3, очевидно, есть идеал: это аддитивная 
подгруппа, ибо (l +  ]/3 ) +  (і +  УЪ) =  0. Из таблицы видно, 
что произведение 1 +  У 3 на элемент из А равно 0 или 
1 +  У  3, и значит, снова является элементом из В.

1.18. 1. Разность и произведение двух многочленов с рацио­
нальными коэффициентами — снова многочлены с рациональ­
ными коэффициентами; значит, разность и произведение двух 
чисел из К будет числом из К, т. е. К есть подкольцо коммута­
тивного кольца действительных чисел.

Теперь покажем, что для любого многочлена А найдется та­
кой многочлен Лі первой степени, что А (со) =  А \ (со). Так как 
коэффициенты многочлена А рациональны, то достаточно дока­
зать, что любая целая степень со" числа со есть значение неко­



торого многочлена первой степени от со с рациональными ко­
эффициентами.

Доказываем индукцией по п. Для п =  1 утверждение оче­
видно. Допустим, что

и" =  ап(о +  bn,
где ап и Ьп рациональны; тогда

ип+1 =  со" • © =  ап(д2 +  bniù =  (апа +  Ьп) со +  апЬ.
2. Уже доказано, что

х ^ К ф х  — p<à-\-q (р и q рациональны).
Если р  —  0 ,  то X  рационально.
Если р ф  0, то ы — (х — q)/p, и х  является корнем урав­

нения

или уравнения

X2 =  (ар +  2q) х ф  Ьр2 — apq — q2
с рациональными коэффициентами (поскольку a, b, р, q рацио­
нальны) и отличным от нуля свободным членом (иначе х и о> 
были бы рациональными).

3. Мы показали, что К есть кольцо; число 1 ему принадле­
жит и служит единицей в К\ унитарное кольцо К будет полем, 
если обратный к любому ненулевому элементу х е і (  является 
элементом К. Если х рационально, то х~1 рационально и при­
надлежит К. Если же X не рационально, то оно будет корнем 
уравнения второй степени с рациональными коэффициентами: 
X2 — ах +  ß, где ß ф  0, а поскольку х — р«и -(- q, то

1 __ X — а р<й +  q — а
X ~  ß —  ß

и, следовательно, \/х есть значение многочлена с рациональ­
ными коэффициентами в точке а\ 1/х — элемент из К.

1.19. 1. Если а — некоторый отличный от 0 элемент из А, то
ах' =  ах4фа (х' — х) =  0 <ФФ*' — х — О,

поскольку произведение а(х'  — х) может равняться нулю 
только в том случае, если равен нулю один из сомножителей. 
Стало быть, а — регулярный слева элемент. Точно так же по­
казываем, что элемент а регулярен справа:

х'а — ха #Ф (х' — х) а — 0 €$х '  — х =  0.
Отображение х - * а х  множества Л в Л, на основании пре­

дыдущего, инъективно; а в силу конечности А оно биективно 
(образ множества имеет столько же элементов, сколько и само



множество А, и значит, совпадает с А).  Иными словами, урав­
нение ах — b при любом b Œ А имеет единственное решение.

Аналогично проводится доказательство для уравнения 
ха' =  b (отображение х —*ха' инъективно).

2. Согласно п. 1 уравнение аи0 =  а имеет одно решение; для 
произвольного элемента ft из А уравнение ft =  х'а имеет также 
одно решение. Поэтому имеем

Ьи0 =  (х'а) и0 — х' (аи0) =  х'а =  ft,
и и0 есть правый нейтральный элемент.

Точно так же определим ѵ0 как решение уравнения ѵ0а — 
=  ѵ0\ воспользовавшись тем, что ft может быть записано в виде 
ах, получаем ѵ0Ь — ѵо(ах) — (и0а) х — ах =  Ь, т. е. ѵ0 — левый 
нейтральный элемент. Наконец, ѵ0и0 =  ѵ0, ибо ыо — правый ней­
тральный элемент; но с другой стороны, VoUq =  «о, поскольку 
ѵс — левый нейтральный элемент; таким образом, элемент 
«о =  ѵо есть нейтральный элемент (т. е. одновременно и левый, 
и правый).

3. Мы установили, что А — унитарное кольцо; для доказа­
тельства того, что это — тело, достаточно показать, что всякий 
ненулевой элемент обладает обратным.

Уравнения ах — и о и х'а =  üq имеют единственные решения 
а  и а', и

а' — а'и0 =  а' (аа) =  (а'а) а =  ща =  а.
Элемент а ', являющийся одновременно левым и правым об­
ратным элементом, будет обратным к а.

4. Разумеется, речь идет о бесконечном кольце, ибо, в силу 
предыдущего, всякое конечное кольцо без делителей нуля яв­
ляется телом. Кольцо целых чисел не есть тело.

1.2 0 . 1. R — аддитивная абелева группа. С другой стороны, 
умножение действительного числа х на рациональное число X 
удовлетворяет аксиомам векторного пространства:

Х(х У) == "Хх "h hy, (X р.) X =  Хх -)- цх, 
ибо в R умножение дистрибутивно относительно сложения;

X (цх) — (Лр.) X,
ибо в R умножение ассоциативно;

\ х = х ,
ибо рациональное число 1 служит единицей поля R.

2. Множество Ф есть подмножество векторного простран­
ства над R отображений интервала [0,1] в R. Чтобы пока­
зать, что Ф есть векторное пространство над R, мы покажем, 
что оно является векторным подпространством пространства ЗГ, 
т. е. аддитивной подгруппой, устойчивой относительно внешнего 
умножения (проверять аксиомы внешнего умножения в Ф не 
нужно, поскольку уже известно, что они выполняются в ST),



Если f и g — две функции из Ф, т. е. если f u g  принимают 
конечное число значений, то, очевидна, и разность f — g при­
нимает конечное число значений, и значит, принадлежит Ф. 
Следовательно, Ф является подгруппой аддитивной группы

Точно так же, если f принимает только конечное число зна­
чений, то Я/ тоже принимает конечное число значений, т. е. при­
надлежит Ф; Ф устойчиво относительно внешнего умножения.

3. Доказательство проводится так же, как и доказательство 
п. 2, поскольку Е снова является частью векторного простран­
ства $Г. Если / и g — функции из Е, то f непрерывна на С £>,, 
a g — на С D2, где множества Di и D2 счетны. Функции f и g 
непрерывны одновременно на множестве (С Д ) f) (С Ь 2) =  
— С (D, (J D2); н о  тогда и разность f — g непрерывна на этом 
множестве. Множество D\\JD2, как объединение двух счетных 
множеств, счетно (элементам из D\ поставим в соответствие чет­
ные натуральные числа, а элементам из D2, не принадлежа­
щим Di, — нечетные). Функция f — g, непрерывная на дополне­
нии счетного множества, принадлежит Е, чем доказано, что Е 
есть подгруппа аддитивной группы SF. Наконец, функции f и 
Я/ непрерывны для одних и тех же значений, поэтому функция 
Я/ принадлежит множеству Е вместе с функцией f. Таким об­
разом, множество Е устойчиво относительно внешнего умно­
жения.

Множество Е, будучи аддитивной подгруппой пространства 
ST, устойчивой относительно внешнего умножения, является 
векторным подпространством пространства Ѳг, а значит, и век­
торным пространством над R.

4. Обозначим через {xj} решение (хь х2, . . . .  х п) системы 
(S), а через {0} — множество (0, 0, . . . ,  0).

Сумма двух решений (хф и [х'/} и произведение решения на 
число будут элементами из 2 , т. е. будут решениями системы 
(5), поскольку

2  «г/ (х/ +  x'j) — 2  а-i\х +  2  cii/x'/ — 0 
I 1 i

2  й/ j (Яху) =  Я 2  Я; jXj =  0.
/ i

Сложение является законом абелевой группы, поскольку для 
этого закона выполняются следующие свойства.

1) А с с о ц и а т и в н о с т ь :  [ {х,} +  {х/} ] +  {*/'}={*/ +  х', +  х7} =
=  {*/} +  [ {*/} +  {*/}].

2) Существует н е й т р а л ь н ы й  э л е м е н т :  множество {0} 
является решением системы (5) и нейтральным элементом от­
носительно сложения.

3) Существует с и м м е т р и ч н ы й  э л е м е н т :  если {Xj} — 
решение системы (S), то {—х2} — тоже решение, и {х̂ } + ' 
+  {—Xj} =  {О}*

2* 35



4) К о м м у т а т и в н о с т ь :  {*/} +  {*'•} =  {xj +  x'j} = { А } +  {л:/}.
Наконец, остается проверить аксиомы, относящиеся к умно­

жению на рациональное число. Легко установить, что выпол­
няются свойства:

1) д и с т р и б у т и в н о с т ь  относительно сложения в 2 , 
поскольку А, [ {л:/} +  {*/} ] — А. {х/ +  х'} — (Ах/ +  Ах/} =  К {xt} +  А, {х/};

2 ) д и с т р и б у т и в н о с т ь  относительно сложения в Q, 
поскольку (А, +  р) {xj) — {(А, +  р) х/} =  {Ах/ +  jj-X/} =  {Ах/} +  {px;} =  
— Х{х;}4- р. {х/};

3) а с с о ц и а т и в н о с т ь ,  так как А,[р {Xj}] — А,{рх/} =  {А,рх/} =
=  (^){*/}:

4) 1
1.21. 1. Множество 8  является подкольцом, если оно удов­

летворяет условиям:
f <=8 и g <= 8  Ф !  — g 8  и 

(см. введение п. 2, III).
Эти условия выполняются для множеств ір и JT, но не вы­

полняются для &п или Q„, ибо произведение двух многочле­
нов степени п есть многочлен степени 2п\ они не выполняются 
также и для множества °U, ибо

/ (0) =  I и g ( 0 ) = l = $ ( f - g ) ( 0 )  =  0.
Подкольцо $  коммутативного кольца есть идеал, если 

оно удовлетворяет условию:

Множество JŸ есть идеал, поскольку
Н 0) =  о ^  Ш )  (0) =  ф (0) / (0) =  0, Ѵф е  з г .

не будет идеалом, поскольку полиномиальная функция 
имеет конечное число нулей, а при умножении ее на функцию ф, 
имеющую бесконечное число нулей, получаем функцию также 
с бесконечным числом нулей, т. е. не полиномиальную (можно 
например, взять ф ( 0 )  =  0  и ф ( 0  = / s in ( l /0  при І ф  0 ) .

2. Множество 8  есть векторное подпространство, если оно 
составляет аддитивную подгруппу и устойчиво относительно 
внешнего умножения (введение, п. 2, III).

Множества и JT удовлетворяют этим условиям, потому 
что они, являясь подкольцами, представляют собой аддитивные 
подгруппы и устойчивы относительно внешнего умножения.

Согласно п. 1 не является аддитивной подгруппой и, зна­
чит, не является векторным подпространством.

Р п образует векторное подпространство, поскольку линей­
ная комбинация многочленов степени не выше п, есть много­
член степени не выше п.

Q n не будет векторным подпространством, ибо оно не со­
держит нулевую функцию — нейтральный элемент простран­
ства 3F.



КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА, МНОГОЧЛЕНЫ 
И РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ

Задачи опираются на определения и результаты глав IV, V и VI книги 
II Курса математики Ш. Пизо и М. Заманского. Считаются также извест­
ными результаты второго раздела главы IV книги IV.

Идеалы кольца многочленов. Всякий идеал многочленов является глав­
ным, т. е. состоит из кратных одного многочлена.

Приложения. 1) Многочлены, составленные в виде суммы произвольных 
кратных заданных многочленов At, . . . ,  А п, образуют идеал; все многочлены 
идеала кратны н. о. д., скажем, D, многочленов А і, . . . .  А п.

2) Многочлен D принадлежит предыдущему идеалу, и стало быть, суще­
ствуют такие многочлены Uі, U2, . . . ,  Un, что

D =  A lU l +  A2U2 +  . . .  4 - A nUn.

В частности, если п =  2, то найдется единственная пара Ui, U2, удовле­
творяющая двум условиям:

deg U ! <  deg А2 — deg О, deg U2<  deg A t — deg D.

3) Общие кратные многочленов A i, . . . .  A„ образуют идеал; все они 
кратны н. о. к. многочленов А і, . . . .  А„.

Многочлены Лагранжа. Для заданных чисел Хі и у\ существует един­
ственный многочлен А степени не выше п — 1, обладающий тем свойством,
что ( 1 = 1 , 2 .........п) \

А (*<) =  уѵ
Он определяется равенством

Комплексные числа. I) Множество С комплексных чисел является полем.
2) Отображение г-*- г, которое каждому комплексному числу ставит в 

соответствие его сопряженное, есть изоморфизм С на себя, т. е.

(х + у) =  х + у, (— *) =  —  X ,  (ху) =  ху, (4 ')= Т '
3) Комплексные числа с модулем 1 составляют мультипликативную груп­

пу, изоморфную аддитивной группе действительных чисел по модулю 2я. 
Этот результат доказывается в анализе с использованием свойств комплекс­
ной показательной функции. Мы будем считать известным следующее. Аргу-



мент комплексного числа с модулем 1 есть действительное число 0, опреде­
ленное с точностью до 2зх; при этом

z  =  еіѲ — cos Ѳ +  і sin Ѳ,

еі0егѳ' _  еі (Ѳ+Ѳ')і іѲ .
„ІѲ (е%

еіѲ +  g—<0 =  2 cos Ѳ, еІѲ -  е ~ іе =  2/ sin Ѳ.

4) Любое комплексное число может быть записано в виде 

z — геіѲ (г ^  0 — действительное).

Применение комплексных чисел в геометрии. Векторное пространство С 
над полем действительных чисел изоморфно /?2; точки плоскости могут быть 
определены комплексными числами; точка, соответствующая некоторому ком­
плексному числу, называется его изображением.

В частности, всякой функции z -* -z ' — f(z)  соответствует геометрическое 
преобразование изображений М и A4' этих чисел; так, 

z '  =  z  +  а —■ перенос (сдвиг), 
z '  — az — подобие с центром О,
z '  =  z  — симметрия относительно действительной оси, 
z  =  — — инверсия с полюсом О и симметрия относительно действитель­

ной оси.
Свойства многочленов с комплексными коэффициентами. 1) Многочлен 

имеет по крайней мере один нуль (теорема Даламбера). Отсюда вытекает, 
что любой многочлен может быть единственным образом представлен в виде 
произведения множителей первого порядка (простые множители).

2) Элементарные симметрические функции нулей х4 многочлена
П

2  архр являются простыми функциями коэффициентов этого многочлена, 
р—о
а именно,

і1

=  (-!)* Q-n—k
an

Разложение рациональной дроби на простейшие. 1) Р а з л о ж е н и е  
е д и н с т в е н н о .  Этот результат часто используется для получения свойств 
разложения; так, например, из единственности разложения следует, что если 
коэффициенты дроби действительны, то для каждого члена разложения 
имеется сопряженный; если дробь — четная, то для каждого члена существует 
член, полученный из него заменой на — х; аналогичный результат имеет место 
и для нечетной дроби.

2) Если Хо — простой полюс рациональной дроби А/В, то коэффициент X 
элемента разложения Х/(х — Хо) есть

А (*о) 3 4

3) Разложение относительно кратного полюса х<> порядка а  дроби 
А/ (х  — хо)аВі можно получить, если вначале сделать замену z =  х — Хо, 
а затем найти частное порядка а  — 1 от деления по возрастающим степеням 
многочлена А (х0 +  г) на многочлен В і (хо +  z ) .

4) Иногда бывает проще, найдя некоторое количество коэффициентов, 
закончить вычисления, задавая переменному хорошо подобранные частные 
значения; тогда неизвестные коэффициенты будут решением системы линей­
ных уравнений (метод неопределенных коэффициентов).



2.01. Остатки от деления многочлена А на х — х и х — х2, 
х — хэ равны ги г2 и г3. Выразить через гь г2, г3 остаток R от 
деления А на произведение (х — х,) ( х — х2) (х — х3).

2 .02 . Рассматриваемые многочлены принадлежат кольцу 
/?[х] многочленов над полем R действительных чисел.

Найти многочлен А наименьшей степени и такой, что А 
делится на х1 +  1, а А — 1 — на г 3 +  1.

Обобщение: может ли существовать такой многочлен А, 
кратный В, чтобы А — 1 было кратно С, где В и С — заданные 
многочлены?

2.03. Показать, что если а и b — два взаимно простых мно­
гочлена, то н. о. д. многочленов а н с совпадает с н. о. д. много­
членов а и Ьс.

В частности, как будет выглядеть результат, когда
1) а делит произведение Ьс,
2 ) а взаимно просто с с?
2.04. Показать, что для заданных не равных между собой 

действительных чисел а и b и натурального п найдутся един­
ственные многочлены Р и Q, такие, что

deg Р <  2п, deg Q <  2л,
(х -  a f n Р (х) +  (х — Ь)2П Q (х) =  1 ; 

вывести отсюда равенства
Q (х) — P {а +  b — х), Р (х) =  Q (а +  b — х).

Будут ли выполняться последние равенства, если не на­
кладывать условий на степени Р и Q?

2.05. Предположим, что многочлен А от двух переменных х 
и у, имеющий комплексные коэффициенты, удовлетворяет усло­
вию

А (х, у) =  А {у, х).
Показать, что если А делится на х — у, то есть если суще­

ствует такой многочлен Q, что
А (х, y) — {x— y)Q (х, у), 

то А делится на (х — у )2.
2.06. Рассмотрим в кольце /?[л] многочленов с действитель­

ными коэффициентами следующее отношение эквивалентности:
P ~ q Ç $ P  — q кратно л2 — 1.

1. Показать, что эта эквивалентность согласуется с опера­
циями в /?[и], и следовательно, определяет на фактормноже­
стве Е структуру кольца. (Можно воспользоваться упражне­
нием 1.12 или же воспроизвести рассуждения курса: Пизо и 
Заманский, Алгебра, гл. V, 1-й раздел.)



2. Каждый класс эквивалентности представляется содержа­
щимся в нем многочленом первой или нулевой степени; с по­
мощью этих многочленов выразить сумму и произведение двух 
элементов из Е, т. е. двух классов, и показать, что Е имеет 
делители нуля.

3. Указать в Е обратимые элементы. Найти условие, при ко­
тором уравнение АХ  +  В — 0 с заданными А и В и неизвест­
ным элементом X из Е имеет единственное решение.

4. Показать, что если D\D2 — 0, то уравнение
( X - D x) ( X - D 2) =  О

второй степени имеет по крайней мере четыре решения.
2.07. Найти корни уравнения

л:8 +  х4 +  1 =  0 :
1. Решая систему

X4 — и, и2 +  и +  1 =  0.
2. Разлагая многочлен х8 +  х4+ 1  в произведение множи­

телей 2 -й степени с действительными коэффициентами.
2.08. Вычислить cos я/5:
1. Используя уравнение z5 +  1 =  0.
2. Выразив по формуле Муавара cos 5а через cos а  и убе­

дившись, что полученное уравнение имеет кратные корни. Мож­
но ли предвидеть эту особенность?

2.09. Биномиальные уравнения. Пусть a, b и и — заданные 
комплексные числа. Рассмотрим уравнение

(z — а)п — u(z  — Ь)п. (Е>
1. Показать, что оно эквивалентно системе

Вычислить в явном виде корни для частного случая а =  /,. 
b =  у2, и =  1 и п — 6 (число /, /3 = 1, определено в решении 
задачи 2.07); проверить полученный результат, разлагая обе 
части уравнения и решая его непосредственно.

2. Показать, что точки М, изображающие на комплексной 
плоскости корни z уравнения (£), в зависимости от значений 
М  лежат на окружности или на прямой.

Как при п ^  3 следует выбрать числа a, b и и, чтобы все 
корни уравнения были действительными?

2.10. Напомним, что корни п-й степени из единицы суть 
числа

zk — е2ШІп —  cos 2 knln - f  i sin 2 kn/n (k =  0, 1, . . . .  n — 1).
1. Показать, что корни n-й степени из единицы образуют 

группу Г, изоморфную аддитивной группе Zn целых чисел по



модулю п (т. е. факторгруппе группы Z по отношению: х ~  у, 
если X — у кратно п).

2. Степени элемента 2і, е Г образуют подгруппу І \ .  Как 
надо выбрать k, чтобы совпадала с Г?

2.11. Прямое исследование множества корней п-й степени 
из единицы. Исследуем свойства множества решений уравне­
ния

zn — 1 =  О,

не пользуясь явным выражением корней, а предполагая лишь 
известным,-что уравнение имеет п различных корней.

1. Показать, что множество Gn корней п-й степени из еди­
ницы есть мультипликативная группа.

2. Показать, что если z — корень п-й степени из единицы, то 
множество целых относительных чисел г, для которых zT — 1, 
состоит из кратных делителя г0 числа п (z~r считаем обратным 
к zr). Вывести отсюда, что мультипликативная группа степе­
ней г изоморфна аддитивной группе 1Гп целых чисел по мо­
дулю г 0.

3. Показать, что если п — простое, то G„ порождается по­
следовательными степенями произвольного элемента, отличного 
от 1.

4. Показать, что если п — ра, где р — простое, то число 
элементов z из G„, не порождающих группу G„, равно ра~1.

5. Показать, что если п\ и п2 взаимно просты, то группы 
Gn, и G„, не имеют иных общих элементов, кроме единицы; 
вывести отсюда, что если степени элементов и и ѵ порождают 
соответственно Gn, и G„î( то степени произведения иѵ поро­
ждают группу G„t„,.

6 . Показать, что группа G„ порождается последовательными 
степенями некоторых ее элементов (можно воспользоваться 
разложением п на простые сомножители) и изоморфна адди­
тивной группе Zn целых чисел по модулю п.

2.12. Пусть заданы 2п комплексных чисел ар, где индекс р 
меняется от —п до п — 1. Рассмотрим 2п комплексных чисел

П— 1

2  “о*"“ "* р= — П

где индекс q также меняется от —п до п — 1.
1. Показать, что тогда

П— 1

05=  —  П

2. Вычислить bq в случае ар — еіаР, где а  — заданное дей­
ствительное число.



3. Вычислить bq, когда

cip — cos ар — у  (eiap +  e~iaP). 

Записать a_„ как функцию от bq и показать, что

1 . х у  _______ 1______
2п п cos qn/n —  cos xjn

2.13. Дробно-линейная, функция f определяется на множе­
стве С' — объединении множества С комплексных чисел и эле­
мента оо — следующим образом:

(а, Ь, с, d — комплексные числа, удовлетворяющие условиям 
с Ф  0 , ad —• be Ф  0 ), и наконец,

если a, b, d — комплексные числа, удовлетворяющие условию

Напомним, что композиция функций определяет во множе­
стве G дробно-линейных функций закон группы.

1. Функции из G суть биекции множества С' на себя.
2. Единственная функция из G, переводящая более чем два 

элемента множества С' в себя, есть тождественная функция.
3. Если z 1, 2г, 2з — заданные различные комплексные числа, 

то существует, и притом только одна, такая функция <p s  G,
ЧТО

ф (2 ! ) = = 0 ,  <р (22) =  оо , ф (2 3) = 1 .

4. Показать, используя функции, определенные в п. 3, что 
если 2 ], 22, 23, 24 преобразованы посредством функции / е  G 
в Z\, Z2, Z3, Z4, то

5. Всякая функция g, для которой предыдущее свойство 
выполняется при любых г ь z% г3, г4, есть функция из G.

Существует, и притом единственная, функция l i e G ,  пере­
водящая тройку различных комплексных чисел 2 j, 22, 23 в тройку 
различных комплексных чисел Z u Z2, Z3,

с , \ az +  b ~f (z) =  — 2 —  Для z œ C ,

/ ( 00) =  00,

ad ф  0 .

z 3 —  Z\ . z4 —  z, _  z3 — z 1 . z 4 —  z  1
Z$ “  Z2 Z4 Z2 Z3 “” %4 “* #2



2.14. Для того чтобы точки А, В, С, изображающие на ком­
плексной плоскости числа а, Ь, с, образовывали равносторон­
ний треугольник, необходимо и достаточно, чтобы

а2 +  Ь2 +  с2 — ab — be — ca =  0 .
2.15. 1. Если точки т и М комплексной плоскости соответ­

ствуют друг другу при инверсии с полюсом О и степенью k, то 
их аффиксы г и Z удовлетворяют соотношению

zZ =  k (Z — сопряженное к Z).
2. Пусть медианы треугольника МіМ2М3 пересекают описан­

ную окружность в точках Р и Р2, Р3; аффиксы точек Ми М2, М3, 
Р1, Р2, Р3 и центры тяжести G треугольника обозначим через 
zu z2, z3, Uu u2, u3, z. Показать, что тогда

z

3 z

+

(Zi  +  Z2 +  2 3) : 
1 . 1

z — u2 +

= 0,
= 0 .

3. Показать, что существует, быть может, два треугольника, 
медианы которых пересекают описанную окружность в трех 
заданных точках.

2.16. Точкам А, В, С на плоскости соотносятся аффиксы а, 
Ь, с относительно прямоугольной системы хОу и числа

и =  а +  bj -f  cj2, v =  a +  bj2 +  cj,
где / означает число е2яіІ3 — кубичный корень из единицы.

1. Как преобразуются числа и и и, когда точки А, В , С 
подвергаются переносу, вращению вокруг точки О или гомоте­
тии с центром О? (В курсе: Пизо и Заманский, Книга IV, 
гл. IV, 2-й раздел, можно видеть, как преобразуются аффиксы 
в этих различных случаях.)

Показать, что если числа и/ѵ и и'/ѵ', соответствующие точ­
кам А, В, С и А', В', С', равны, то треугольники АВС  и А'В'С'  
подобны.

2. Охарактеризовать треугольники АВС, для которых одно 
из двух чисел и или ѵ равно нулю.

3. Показать, что для того, чтобы AB =  АС, необходимо и 
достаточно, чтобы ѵ было равно нулю или чтобы отношение 
«/о было действительным числом.

Найти необходимое и достаточное условие того, чтобы тре­
угольник АВС был равнобедренным.

2.17. Рассматриваются преобразования Т плоскости, опреде­
ленные следующим образом: точке m с аффиксом z соответ­
ствует точка М, аффикс Z которой имеет значение

v  az +  b 
cz +  d ’

где a, b, c, d — фиксированные комплексные числа, удовлетво­
ряющие условию ad — be ф  0 .



Преобразования Т плоскости составляют группу Г, в ко­
торой операцией является композиция преобразований; группа 
Г изоморфна группе G дробно-линейных преобразований во 
множестве комплексных чисел. Операция в Г будет обозна­
чаться мультипликативно.

1. Найти образ действительной оси при преобразовании Т<> 
вида

Z z  — I
Z  +  і

2. Преобразования Т, сохраняющие действительную ось 
(обозначим такое преобразование буквой R),  могут быть опре­
делены посредством дробно-линейных функций с действитель­
ными коэффициентами. Преобразования R образуют подгруппу 
Гі группы Г.

3. Преобразования Т, сохраняющие круг С с центром в О 
и радиусом 1, могут быть представлены в виде

T =  T0RT ô\
где R — произвольное преобразование из Гі. Эти преобразова­
ния образуют подгруппу Гг группы Г.

4. Найти выражение дробно-линейной функции Î, опреде­
ляющей преобразование Т из Гг, при помощи коэффициентов 
а, Ь, с, d функции г, определяющей преобразование типа R.

Показать, что в общем случае функция t  может быть пред­
ставлена в форме

где а  — число с модулем 1, z0— сопряженное к zo; и обратно, 
всякая функция такого типа определяет преобразование из Гг-

2.18. Вычислить произведения
га— I п-1

P =  S =  J J s i n - ^ .
h=\ h=\

2.19. 1. A — многочлен 3-й степени с комплексными коэффи­
циентами; предположим, что существуют такие числа Я и ц ,  
что

A (kz -f  ц) == A (z).
Показать, что к равно / или / 2 и что

A(z) =  a(z  — z0)3 - f  d,
где a, z«, d — комплексные числа.

2. Предположим теперь, что А — многочлен п-й степени 
с комплексными коэффициентами и что существуют такие ком­
плексные числа Я и ц ,  что

А (Яг +  ц) =  А (г).



Показать, что если А не имеет делителей, инвариантных при 
замене Xz +  ц на z, то

А (г) =  a (z — z0)n +  d.
Чему равны в-этом случае значения Лир,?

3. Найти все многочлены б-й степени, инвариантные при за­
мене Xz -f- р на z.

2.20. Предположим, что уравнение
г 3 +  рх +  q — 0, (Е)

где р и q — действительные числа, удовлетворяет последова­
тельно одному из следующих условий:

1. (Е ) имеет двойной корень;
2 . (Е ) имеет комплексный корень с заданной действитель­

ной частью а;
3. (Е ) имеет комплексный корень с заданным модулем г. 

В каждом из этих случаев найти условия, которым должны 
удовлетворять числа р и q, и указать метод, позволяющий по­
лучить корни в явном виде. (Можно воспользоваться соотно­
шениями между коэффициентами многочлена и нулями этого 
многочлена.)

2.21. Обозначим через х 1г х2 и х3 корни уравнения

X3 +  рх +  q =  0 . (Е)
1. Найти многочлен А, нули которого являются квадратами 

корней уравнения (Е).
2. Используя выражение симметрических функций корней 

уравнения (Е ) в виде функций от р и q, показать, что квадрат- 
разности двух корней уравнения (£) может быть выражен 
в виде функции от р и q и от третьего корня.

3. Найти многочлен В , нули которого являются квадратами 
разностей корней уравнения (Е ).

2.22. Найти Л, при котором многочлен А, определенный фор­
мулой

А (х) =  X4 — X3 +  Лх2 +  6х — 4,

имеет нули Х\ и х% произведение которых равно 2. (Можно 
выразить симметрические функции нулей многочлена А через 
сумму и произведение Х\ и х2 с одной стороны, и двух других 
нулей с другой.)

2.23. Разложить на простейшие рациональную дробь R, опре­
деленную формулой

п  / . Л  *4 +  З х *  + 1
А  ( х  +  I )2 ( х г +  *  +  1)  '

2.24. 1. Обозначим через А многочлен степени п с комплекс­
ными коэффициентами, а через х и х2, . . . ,  хп — его нули (не 
обязательно различные), и пусть А'  — производный многочлен.



Показать, что все полюсы дроби А ' / А — простые и что раз­
ложение А'/А на простейшие дроби имеет вид

А'(х) _ у і  1
А (х) І А  х - х ,  ’ 

і—І
при этом считается, что нуль порядка а  многочлена А фигу­
рирует в сумме а раз.

Вычислить суммы
п п

где а — заданное комплексное число, а числа лгг-, как и выше, 
не обязательно различны.

2. Используя предыдущие результаты, вычислить сумму

f=1

2 * ? + 1

W - і Г

I

где числа xf — нули многочлена х4— x ' - f  1.
2.25. Разложить на простейшие рациональную дробь R, 

определенную формулой

R (х) — Х2Ч+ J .

Получить разложение на дроби с действительными коэффи­
циентами, сложив члены, отвечающие сопряженным полюсам.

2.26. Все рассматриваемые многочлены принадлежат кольцу
Я [ 4

1. Предположим, что целая часть рациональной дроби А/В 
равна нулю и что ее полюсы х4 действительны и различны.

Показать, что для того, чтобы нули многочлена А были дей­
ствительны и различны и разделяли полюсы дроби, необходимо 
и достаточно, чтобы все коэффициенты элементов \ /(х  — х{) 
в разложении A /В имели одинаковые знаки.

2. Если все нули многочленов Р и Q действительны (но не 
обязательно различны) и если k — положительное число, то все 
нули многочлена P'Q +  kPQ' действительны (Р/ и Q' — произ­
водные многочлены для Р и Q).

Для проведения этого исследования можно применить ре­
зультаты задачи 2.24.

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

2 .01 . Остаток г4 от деления А на х — х,- есть постоянная, 
равная А(Х{), поскольку А(х) =  (х — х4) Q4(x) +  г{. Многочлен R 
имеет не более чем вторую степень и удовлетворяет равенству

А (х) =  (х — X ,) (х — х2) (х — х3) Q (х) +  R (х),



откуда
R (хі) =  A (.Xi) =  r{ ( i =  1, 2, 3).

Тогда на основании свойств многочленов Лагранжа (Пизо 
и Заманский, Алгебра, гл. IV, 5-й раздел) можем записать

(х)—г (х —  х2) ( х  —  х3) , (х —  х 3) ( х  —  X t )  ■ (х —  Хі) (х  —  х 2)

'  ' (Хі —  х г) ( х х — х 3) 'г  2 (х2 —  х ъ) ( х 2 — х,) ~Т~ Гз (дг3 — Х і ) ( х 3 —  х2) ’

2 .02 . Многочлен А должен удовлетворять условию

А =  (х2 +  1 )U =  (x3+  1)К +  1,
откуда

(х2 +  1)С/ - ( * 3 +  1)17=1.

Многочлены л:2 -f- 1 и х3 -f- 1 взаимно просты; предыдущее ра­
венство выражает теорему Безу, согласно которой существует 
пара (U, V) многочленов минимальной степени; эту пару можно 
получить, отыскивая н.о.д. последовательным делением:

л3 +  1 =  X (х2 - f  1) — (х — 1), X2 +  I =  (х +  I) (х — 1) +  2;
откуда

2 =  х2+  1 - ( х +  1)[х (х2 +  1) — (х3 +  I)], 

и  =  - \ { х 2 +  х -  1), Ѵ =  - і - ( х + 1),

А =  - | ( х 2 +  l)(x2 +  x -  1).

В общем случае получаем

A  =  B U  =  C V  +  1.
Равенство BU — СѴ — 1, в силу теоремы Безу, возможно 

тогда и только тогда, когда многочлены В и С взаимно просты.
2.03. Рассмотрим идеалы tf\ и / 2, образованные соответ­

ственно многочленами иа +  ѵс и xa-{-ybc, где и, ѵ, х, у — про­
извольные многочлены. Равенство ха +  ybc =  ха +  (yb)c вле­
чет включение ь А так как о и & взаимно просты, то
найдутся такие многочлены а и р ,  что а а -f  ftß == 1. Отсюда

иа -j- ѵс =  иа -f- ѵ (act -f  £ß) с =  (и +  vac) а +  (oß) be.
Таким образом, всякий многочлен из f  х принадлежит / 2, т. е. 
/ і  <= /г -

Два идеала / і  и / 2 совпадают; но эти идеалы образованы 
многочленами, кратными н. о. д.: первый — н. о. д. многочленов 
а и с, a второй — н. о. д. многочленов а и Ьс\ поэтому эти два 
н. о. д. совпадают.

Если а делит Ъс, то н.о. д. а и Ьс равен а; но тогда н. о. д. 
а и с тоже равен а, и значит, а делит с.



Если же а взаимно просто с с, то оба и. о. д. равны 1. Если 
многочлен взаимно прост с двумя множителями, то он взаимно 
прост и с их произведением.

2.04. Многочлены (х — а)2п и (х — Ь)2п взаимно просты. 
Тогда, как известно (теорема Безу), существует единственная 
пара (P, Q), удовлетворяющая заданным условиям.

Положив X — а +  b — и, получим уравнение

(Ь -  и)2П Р{а +  Ь - и )  +  { а -  и)2П Q ( a + b — u) =  l.
Многочлены Р, и Qu определенные равенствами

Pi (и) =  Q (а +  b — и), Qi (и) =  P (а +  b — и),
имеют степень, строго меньшую 2 п, и образуют другую пару, 
удовлетворяющую заданным условиям, а поскольку такая пара 
может быть только одна, то

Р] (и) — Q (а +  b — и) — Р (и), Qi (и) — P (а +  b — и) — Q (и).
Если R и S — два многочлена, удовлетворяющие уравнению

(х -  а)2П R (х) +  ( х -  b)2n S (х) =  1,
до они удовлетворяют и уравнению

(х -  а)2П [R (х) -  Р (*)] +  ( х -  Ъ)2П [S (х) -  Q (*)] =  0.
(х — а)2п делит произведение (х — b)2n[S{x)— Q (л:)] и взаимно 
просто с (х — Ь)2п\ значит, (х — а)2п делит второй сомножи­
тель, и следовательно,

S (x) — Q (х) +  (х — а)2П q (х), R(x) — P (х) — (х — b)2n q (х),
где q — произвольный многочлен. Заменив х  на а -\-Ь — и, по­
лучаем
5 (а +  b — и) — Q (а +  b — и) +  (Ь — и)2П q { a Jr b — u) =

— Р (и) +  (и — b)2n q (а -f  b — и).
Для того чтобы S(a  +  b — и) — R(u),  необходимо и достаточ­
но, чтобы q{a-\-b — и) — —q{u)\ это соотношение выполняется 
не всегда, поскольку q — произвольный многочлен.

2.05. По условию,
А (х, у) =  А {у, х), А (х, y) =  {x— y)Q (х, у),

откуда (х — y)Q (х, у) =  (у — х) Q (у, х), и значит, если х  — у ф 0, 
то О (х, y) +  Q (у, х) =  0 .

Это равенство, справедливое при х ф  у, имеет место и при 
X =  у. Действительно, задав переменному у некоторые число­
вые значения г/,-, видим, что многочлены Q(x, yî) +  Q {yu х) тож­
дественно равны нулю; с помощью интерполяционной формулы 
Лагранжа убеждаемся, что коэффициенты при различных сте­
пенях у многочлена Q (х, у) +  Q (у, х) являются линейными ком-



бииациями этих многочленов; поэтому они тождественно равны 
нулю; следовательно, и многочлен Q(x, у) Q(y, х) равен нулю. 
Таким образом, Q(y,y) + Q ( y ,  у) =  0 и Q (у, у) — 0.

Теперь будем рассматривать Q как многочлен Q от х, коэф­
фициентами которого будут многочлены от г/; когда х прини­
мает значение у, Q обращается в 0, и значит, делится на х — у. 
Коэффициентами частного при делении Q на х — у являются 
полиномиальные функции от коэффициентов многочлена Q и от 
— у (потому что в X — у коэффициент при х равен 1); следова­
тельно, коэффициенты частного являются многочленами от у, и 
частное есть многочлен от двух переменных х и у, скажем, 
R(x,y):

Q(x, у) == (х — у) R (х, у);
отсюда

Л (х, у) =  {х— y f  R (х, у).

2.06. 1. Множество кратных многочлена и2— 1 есть идеал 
кольца R [«], а тогда, как известно, фактор-множество имеет 
структуру кольца (раздел 1, задача 1.12, п. 4).

Вопрос может быть изучен и непосредственно, как это де­
лается в курсе; дополнительное предположение о том, что мно­
гочлен неприводим в К[х], не играет никакой роли при доказа­
тельстве требуемых здесь свойств.

2. Если а — многочлен рассматриваемого класса А, то он 
эквивалентен остатку г от деления а на и2 — 1 по убывающим 
степеням, потому что а — г кратно и2— 1; таким образом, класс 
А содержит многочлен г степени нуль или единица. Любой дру­
гой многочлен из А получается прибавлением к г многочлена, 
кратного и2 — 1, и имеет степень по меньшей мере равную 
двум. Отождествим класс А и многочлен г.

Возьмем теперь произвольные классы А — аіЦ^ а2и и В — 
— Ьі +  b2u, где а \, а2, b и Ь2 — действительные числа; тогда

А +  В =  ах +  Ьі +  (а2 +  Ь2) и,
AB =  a,bi +  a2b2 +  (axb2 +  a2bx) и

(a2b2u2 заменяется эквивалентным многочленом а2Ь2). В част­
ности,

(1 — ы)(1  +  к) =  0 ,
и при этом ни один из элементов 1 — и и 1 +  и не равен нулю; 
это делители нуля.

3. Очевидно, класс А — 1 является единицей в Е. Далее, 
имеем +  а2и){ах — а2и ) =  а2 — а2; если а2х — а2Ф0,  то элемент

2 2 2 2d j d() (2| #2

и я в л я ется  обр атн ы м  к а х +  а 2 и-



Если а2 — а2 =  0, то Яі +  а2и есть делитель нуля и не имеет 
обратного.

Если А — обратимый элемент, то уравнение -j- =  О
имеет единственное решение, ибо

АХ +  ß  =  0 O  Л“ 1 (АХ +  В) =  0<г$Х =  ~  А~'В.
Пусть А — делитель нуля; тогда существует такой элемент 

А', что АА' — 0. Если при этом уравнение имеет решение Х0, 
то оно имеет их бесконечно много, поскольку для произвольного 
элемента Р имеем

А (Хо +  РА') =  АХ  о +  РАА'  =  АХ0,
значит, Хо +  РА'  — решение вместе с Хо. (Достаточно взять 
в качестве Р действительное г; в самом деле, любой элемент Р 
из Е может быть записан в виде г +  яЛ, где г и s — два дей­
ствительных числа, и тогда РА’ =  г А'.)

4. Уравнение, о котором идет речь, имеет корнями элементы 
D\ и D2. Перемножив сомножители левой части, получим 
X2 — X(D i + D2) — 0; значит, уравнение имеет также корни 
X =  0 и X =  D\ -j- D2.

2.07. 1. Второе уравнение системы имеет следующие реше­
ния:

. -  1 +  і Ѵ~3 .
«1 — и2 J > где j 2 *

при этом / 3 =  1. Система заменяется двумя уравнениями:
х4 — j, X4 =  j2.

j есть корень 4-й степени из /, так как / 4 — /3/ =  /; следова­
тельно, / — решение первого уравнения; другие решения этого 
уравнения получаются умножением на корни 4-й степени из 1:

, - і  +  іѴ'з :l —V I  - іХ\ — / — 2 » Х2 IJ 2 *

i - і  / з  .. / з  +  і
Х3— — Хі—----- 2-----» x4^=.— l]==-----2---- •

Тем же способом можно убедиться, что корнями уравнения 
X4 =  / 2 являются числа j2, ij2, —j2, —ij2. Заметим еще, что если 
X  — корень уравнения х4 = J ,  то сопряженное число х удовлет­
воряет уравнению (х) 4 =  / = / 2; стало быть, эти корни имеют 
вид х и  х2, Х з ,  х4.

2. Очевидно, имеем
X8 +  X4 +  1 =  (х4 +  I)2 — X4 =  (х4 — X2 +  1) (х4 +  X2 +  1),

х4 _  х2 +  1 =  (х2 +  I)2 — Зх2 == (х2 -  X / 3  +  1) (х2 +  X / 3  +  1),
X4 +  X2 -j- 1 =  (х2 +  I)2 — X2 — (х2 — X +  1) (Х2 +  X +  1).



О к о н ч а тел ь н о ,

( * 8 + х4 + 1) =
—  {х* 2 — X Ѵ^З +  l ) {х2 +  X Ѵ^З +  О (л:2 —  x - j -  1) (x2 + x +  1).

Р е ш ен и е  ур ав н ен и я  св од и тся  к р еш ен и ю  четы рех уравн ен и й
2 -г о  п ор я дк а; п р и м ен яя  к л асси ч еск и е м етоды , п ол уч аем  п о сл е­
д о в а т е л ь н о  КОрНИ Х4 И Х4, Х2 И Х2, Х3 И Хз, ЛГ| И Х{.

2.08 . 1. К орни  ур ав н ен и я  z 5 = — 1 =  е іп равны  числам

zk =  е М2 * + 1 ) Я/s ( k  =  0 ,  1, 2 ,  3 ,  4 ) .

З а  и скл ю чен и ем  г 2 =  — 1, эти  числа яв л яю тся  корням и у р а в ­
нения

— 2:3 +  z2 — z +  1 =  z2 [z2 +  -рг — (г +  7 -) +  і] == 0 .

К л асси ч еск и й  м е т о д  р еш ен ия в озв р атн ы х ур а в н ен и й  п р и в о­
д и т  к за м е н е  эт о г о  ур ав н ен и я  си ст ем ой

. Iи =  z  -\— ,' г

и2 — и — 1 = 0 .
З н а ч ен и ю  z —  е іа с о о т в ет с т в у е т  зн а ч ен и е  и =  е іа -f- е~іл —  
=  2 c o s  а ;  с т а л о  бы ть, корни п о с л ед н е г о  у р ав н ен и я  равны  
2 c o s  я /5  и 2 c o s  З я /5 ; но, с д р у г о й  стор он ы , корням и эт о го  у р а в ­

нения яв л яю тся  числа 1 +  у г5 > 0  и 1 —  5 <  0; а так  как
0  <  я /5  <  я /2  <  З я /5  <  я , то

2 c o s  V  —  1 +  2 c o s  4?- =  1 — V 5 .О О

2. П о  ф о р м у л е  М у а в р а ,

c o s  5 а  =  c o s 5 а  —■ 10 c o s 3 а  s in 2 а  +  5 c o s  а  s in 4 а  =

=  16 c o s 5 а  —  20  c o s 3 а  +  5  c o s  а .

Е сл и  а  =  я /5 , то  c o s  5 а  =  c o s  я  = — 1, и п о эт о м у  x  =  c o s n / 5  
я в л я ется  к ор н ем  у р ав н ен и я

16л:5 - 2 0 x 3 +  5л: +  1 = 0 .

А н а л о ги ч н о  у б е ж д а е м с я , что э т о  у р а в н ен и е  и м еет  т а к ж е  
корни с о э З я /5 .и  с о э я  =  —  1; зн ач и т , л ев а я  часть ур ав н ен и я  д е ­
л и тся  на X +  1:

16л:5 -  2 0 л:3 +  5 х  +  1 =  (л: +  1) (1 6 л :4 -  16л.-3 -  4л:2 +  4л: +  1) =

=  (л: +  1) (4л:2 -  2л: -  I)2.

Ч и сл а  c o s  я /5  и c o s  З я /5  я в л яю тся  н ул ям и  м н огоч л ен а  4х2 —  
— 2х — 1 и, в ч астн ости , c o s  я /5  —  п ол ож и тел ь н ы й  н ул ь , равны й
(I +  ] / 5 ) / 2 .



Уравнение cos5a =  cos5ao относительно cos а  имеет 5 кор­
ней: cos(oco +  2&л/5), соответствующих значениям k — О, 1, 2,
з, 4. В частном случае ссо =  я/5 эти корни равны
cos я/5, соэЗл/б, соз5я/5 =  —1, cos 7я/5 =

=  cos Зя/5, cos 9л/5 =  cos я/5,
и, следовательно, корни cos я/5 и cos Зя/5 уравнения z5+ l = 0 — 
двойные.

2.09. 1. b не может быть корнем уравнения; значит, можно 
в качестве нового неизвестного взять

X есть решение уравнения хп =  и. Тогда решение уравнения 
сводится к нахождению корней х* степени п из числа ы; каж­
дому корню xh соответствует значение г, и притом единствен­
ное, за исключением случая х* =  1, т. е. и =  1. В последнем 
случае находим только п — 1 значений г; но при и =  1 исход­
ное уравнение имеет степень п — 1, и, следовательно, других 
корней не имеет. Наконец, заметим, что все полученные зна­
чения z различны, потому что z есть дробно-линейная и потому 
инъективная функция от х.

Уравнение х6 =  1 имеет 6 корней, один из которых ра­
вен 1; остальные 5 корней и соответствующие им значения z 
равны:

*і =  — /2. *2 =  /, х3= — 1, х4 =  /2, х5=  — /,

г, =  —2 , z2= — 1 , z3 =  — z4 =  0 , z5 — 1 .

Разложив обе части уравнения и приведя подобные члены, 
получим

2z5 +  5z4 — 5z2 — 2z =  z (z2 -  1 ) (2z2 +  5z +  2) =  0,
откуда вновь находим полученные выше корни.

2. Обозначим через А, В и М изображения чисел a, b, г; 
тогда

МА г — а 
Ж В  ~  г - Ь =  | X | =  Ѵ\ и I .

Если Iи \ ф  1, точки М лежат на окружности С — геометри­
ческом месте точек, отношение расстояний которых до точек А

п ___
и В равно У | ц | .  Если | « | =  1, точки М лежат на перпенди­
куляре к середине отрезка AB. Если все корни действительны, 
то это означает, что их изображения М лежат на оси Ох; а так 
как все корни различны, то при п ^  3 их изображения не 
могут лежать на прямой и на окружности одновременно. Таким 
образом, для того чтобы все корни были действительны, необ­



ходимо и достаточно, чтобы ось Ох была перпендикуляром к се­
редине отрезка AB, т. е.

I и | =  1, а и b — сопряженные.

2.10. 1. Комплексные числа с модулем 1 образуют мульти­
пликативную группу. В том, что Г — подгруппа, можно убе­
диться следующим образом:

а) Г содержит единицу, поскольку z0 =  1;
б) Г содержит симметричные всех элементов ZkZn-h =  1 ;
в) Г содержит произведение двух элементов, ибо

_ j z h+k> если h k  < п,
zbZk~ \ z h+k_n, если A +  Æ> n .

Отображение k - * z h есть биекция Zn на Г (элемент из Z n,. 
т. е. класс эквивалентности, отождествляем с содержащимся 
в нем целым k, заключенным между О н  п), эта биекция 
(в силу в)) будет изоморфизмом группы; действительно, в Zn 
сумма (h)-\-(k) есть класс элемента h +  k, т. е. (/г +  /е), если 
h + k < п ,  и (h + k — п) , если h +  k >  п.

2. Убеждаемся, как и в п. 1, что
а) Гк содержит z j [ = l ,
б) симметричный к zj“ элемент равен г£-р (можно пред­

положить р <  п),
в) zpzp' — z p+p', т. е. r ft — подгруппа.
Для того чтобы Th было группой Г, необходимо и достаточ­

но, чтобы п элементов из r ft были различны; а поскольку 
z]5= l ,  то должны быть различны элементы 1, z k, . . . .  z k~l. 
Если два из них равны между собой, то их частное, являющееся 
некоторой степенью 2*, равно 1. Значит, для того чтобы ГУ 
совпадало с Г, необходимо и достаточно, чтобы числа z pk при 
1 ^  Р ^  п — 1 не были равны 1. Но

Z? =  е2рклі/п — l ^ k p f n  — целое.

Если бы п было взаимно просто с k а делило kp, то оно 
делило бы р\ но это невозможно, поскольку р ^ п — 1. Если п 
и k имеют общий делитель d >  1, то числа njd и kid — целые; 
тогда уравнение zp — 1 имеет, например, решения р — nid, по­

скольку в этом случае есть Целое число. Таким об­
разом, для того чтобы І \  совпадала с Г, необходимо и доста­
точно, чтобы k было взаимно просто с п. (В частности, если 
п — простое, то k — произвольное.)

2.11. 1. Достаточно убедиться в том, что частное z'/z двух 
элементов из Gn есть элемент из Gn\ но, как легко видеть,



ііімеем

2. Множество Е целых г, удовлетворяющих равенству zr — 1, 
составляет подгруппу аддитивной группы Z целых чисел; дей­
ствительно, г ^ Е  и r ' Œ E ^ r '  — г ^ Е ,  так как z r'~r =  zr'lzr =  I.

Подгруппы группы Z состоят из кратных некоторого нату­
рального числа г о*) (см. 1-й раздел, задача 1.12, п. 3). По 
определению, п принадлежит Е\ поэтому г0 является делите­
лем п.

Известно, что соотношение г' — г е £  определяет эквива­
лентность в Z и что фактормножество ZTa (по этому отноше­
нию) имеет структуру группы (задача 1.12 из 1-го раздела). 
Отображение, которое всякому классу эквивалентности, опре­
деляемому содержащимся в нем неотрицательным целым чис­
лом р <  го. ставит в соответствие число г р, есть изоморфизм 
Zr и мультипликативной группы степеней z, поскольку:

а) это отображение биективно;
б) оно сохраняет операцию:

3. Если z — элемент из G„, отличный от 1, то соответствую- 
.щее число го равно п, ибо оно должно быть делителем п. 
Группа степеней z имеет п различных элементов, и потому сов­
падает с G„.

4. Число Го, соответствующее элементу z ^ G n, есть дели­
тель ря; стало быть, оно должно быть степенью р, скажем, 
г0 =  рР. Если степени z не порождают G„, то г0 строго меньше 
ра, и значит, делит ра_1; в этом случае z является элементом 
Gpa- 1. Обратно, никакой элемент из Gpa~ь очевидно, не поро­
ждает группу Gpa. Осталось отметить, что группа GpŒ- 1 со­
стоит из ра_1 элементов.

5. Если z принадлежит G„, и С„„ то число г0, соответствую­
щее г, служит делителем п2 и пр, значит, г0 = 1 ,  и г  =  1. Пусть 
элементы и, ѵ порождают соответственно группы G„, и G„2. 
Из равенства {иѵ)г =  1 вытекает, что иг — ѵ~г. Число ит — ѵ~г 
принадлежит как G„,, так и G„... Следовательно, оно равно 1, 
а г кратно п\ (ибо п\ есть наименьшее целое число, при кото­
ром цг = 1) и «2 (п2— наименьшее целое число, при котором 
ѵг =  1); значит, г кратно произведению п\п2. Из этого вытекает, 
что все степени произведения иѵ, показатели которых неотри­
цательны и строго меньше чем плп2, различны между собой. Они 
очевидно, являются элементами группы СПіп, и следовательно, 
порождают эту группу.

*) го — наименьшее натуральное число подгруппы.

z p+q, если р +  q <  г0,
Zp+7-ro( есЛц



6 . Доказательство проведем индукцией по числу h простых 
множителей числа я. При h =  1 утверждение верно, ибо в п. 4 
мы видели, что ра — ра~1 элементов из Gp0 порождают группу. 
Допустим, что утверждение доказано для я, имеющего h — 1 
простых сомножителей, и рассмотрим я =  р“1 . . .  ранк — я ^ ,  где
« і = р “’ и п2*=рр . . .  Pahh.

Числа іі\ и я2 взаимно просты; по предположению, Gni и Gni, 
порождаются степенями некоторых своих элементов; следова­
тельно, в силу п. 5, результат справедлив и для G«,«, — G„. 
Если степени г порождают Gn, то наименьшее целое г, удов­
летворяющее равенству гг — 1, равно я, и при этих условиях 
группа степеней z, т. е. G„, согласно п. 2, изоморфна группе Zn 
целых чисел по модулю я.

2.12. 1. В выражении
П— 1

sp =  V z n  S  ѵ г'Р9Л/"п

заменим bq его представлением в виде функции от а/, получим
л— 1 /  п—1 \

S p =  2  2  аге 1г')П1П) е - ‘Р‘>я'Г1.
q=—n \г——п }

sp есть сумма 4я2 членов; коммутативность и ассоциативность- 
суммы в С позволяют изменить порядок суммирования:

л—1 /  л—1

sp =  21 а г ( 2j  е1 {г~ р) рп'п
Г=—П \ф=г—п

Коэффициент Ат при ат является суммой 2я членов геомет­
рической прогрессии со знаменателем z — еі -г- р пт̂  первым 
членов z~n и последним членом г”-1. Если знаменатель z не 
равен 1, т. е. если г Ф  р, то

ибо г2” =  1.
Наконец, в А р все члены равны 1, а их сумма А р имеет 

значение 2я; следовательно,
П—\

S p  — 2nap= Y 2 n  2 j bqe~lpqn,n.(7=—л

И после деления на 2п получаем требуемую формулу, 
2. В данном случае

, =  е‘ар=$Ьд =
Ѵчп

П~ 1
^  еір(а+дщп)'

Р=— п



Величина Y 2 n b q снова является суммой членов геометриче­
ской прогрессии, знаменатель и которой равен еИа+Чліп)̂  пер- 
вый член равен и~п, а последний ип~1, и следовательно,

V2п Ьа
Так как

цп  = z g i (па+лф  _ _  giqngina

ц - n  г г ; g —lqng—ino. _ _  g iq n g —ina

un — u~n =  eiqn (eina — e-ina.}— (— I)*<?l 2 i sin na,
H __ \ —  gi {a+qn/n)__ 1 _  g'Izl (а+7Я/ft) |y /2i (a+qn/n) __g—Ч2і (a+Wrt)J __

—  g'Itt (a+qnln) 2 i  s in  (V2«  +  <7̂ / (2« )) ,
ТО

Y 2n bq =  { - îy ^ e -M V .a + r t —  sin na------_ =
sin ( y  a +  qn/2n\

— (—1)1<?I sin na j  ctg a +  qn/2nj — i

3. Величина bq линейно зависит от чисел аѵ\ поэтому зна­
чение bq для ap =  cosap равно полусумме значений bq для 
■аѵ =  е!’“Р и йр =  е~іаР; эти два последних значения Ьд обо­
значим через bq и bq.

Значение bq было найдено в п. 2, а bq получается из bq 
заменой a  на —a  (а не і на —і, ибо коэффициенты сумм, ком­
плексные числа, заменились бы в этом случае на сопряжен­
ные) :

Y 2п bq —  (— 1У 41 sin па j^ctg ^у  a +  qn/2n)j — ij ,

V̂ 2n bq = ( —l)l<7! sin raaj^ctg ^y  a — <7п/2 /г j -(- ij ,

Y 2 n  6? =  у ( - 1)Ы sin na j^ctg ( ÿ  a +  qn/2nj +  ctg ( y  a—qn/2n j ]=

=  t ( - i )'
sin na sin a

■ a -f- qn/2nj sin a — qn/2nj

sin na sin a
cos qn/n — cos a

Обратно, a_n =  cos«a выражается в виде функции от bq:
n—1

•cos «a =  ■sin na sin
2 n ° S

q = -n

( - 1)ИІег<?я 
cos qn/n — cos a

sin na sin
2 n

n— I-s i

q= —n
cos qn/n — cos a



Тогда замена переменных х =  па дает
/1—1

ctg X = J _  . Х_ у і  J ______ 1_________
2п ъ п Zà  cos qji/n — cos x/n '

q=-n

2.13. 1. Убедимся в том, что уравнение Z — f(z)  имеет, и 
притом единственное, решение г, каково бы ни было Z е  С'. 

Если с ф  0 то, очевидно, получаем

2 = dZ -  
а — <

-Ь
cZ для Z Œ С, Z ^

г == оо для Z — Ü •
т ;

2 = d
с для Z — оо.

Если же с — оно*

2 = dZ-
а

- b для Z g C;

2 — оо при Z — оо.

2. Исследуем уравнение Z — І(г).
Если с Ф  0, то элемент'оо не может быть его решением; 

решениями будут комплексные г, которые удовлетворяют также 
уравнению

cz2 +  (d — a) z — b — О,
и значит, имеется не более двух решений.

Если с =  0, то оо будет решением; относительно комплекс­
ных решений имеем

z s s °*± ± & z ( a  — d) +  b =  О,

и значит, существует не более одного комплексного решения, 
а всего не более двух решений, кроме случая а — d =  b =  О, 
когда функция / будет тождественным отображением.

3. Функция ф определяется однозначно; действительно,
ф(2 ]) =  0 4 Фаг +  b =  a(z  — г^,
Ф (z2) =  оо ффсг +  d — с (z — z2),

ф(2з)
а г3 — г, 
с z 3 — z г

а
с

*ъ — Zг
г3- 2, ’

и окончательно имеем
ф (у)  —  Z ~ Zi . 23 — _  Z —  Zj . Z3~ Z 1
^  ' Z —  z2 Z3 —  Z, Z — z2 ’ z3 —  z2 *

4. Если ф и ф — функции из G, переводящие соответственно 
2 ], z2, 23 и Zj, Z2, Z3 в 0, оо, 1, то функция фо/ оф - 1 переводит О,



оо, 1 в себя; это функция из G, поскольку G — группа; она 
имеет более 2 инвариантных элементов, значит, является тож­
дественной, и поэтому

ф о f —  ф .

Записав, что образы числа г4 посредством этих функций 
совпадают, получаем

Zj — Z, . Z3 — ZI __ z4 — z, , z3 — г, .
Z4 — Z3 Z3 — Z2 Z\ “  z3 ^2

это равенство равносильно искомому.
5. Пусть 2 і, 22, 23 — фиксированные числа, а г — произволь­

ное; положим

Z i =  g ( z i), ^2  =  г ( г 2). 2 3 =  g ( 23), Z =  g(z).
По условию,

Z —  Z| , Z3 —  .Zj ___ Z  , Z 3 ”  Z\

Z — Z2 Z3 — Zg z — Z2 z3 Z2

или, в обозначениях п. 4, \|)(Z) =  (ф о g) (z) =  ф (г). Отсюда, 
в силу биективности ф, получаем g =  ф_1 о ф. Функция g, бу­
дучи суперпозицией функций из G, является функцией из G.

Только что полученный результат справедлив, в частности, 
для функций из G; поэтому искомая функция h удовлетворяет 
равенству (ф ° h) (z) — ф(г) ; следовательно, это есть функция 
ф-1 о ф.

2.14. Для того чтобы треугольник АВС был равносторонним, 
необходимо и достаточно, чтобы

АВ =  АС и (AB, АС) =  (Ох, А С ) - ( О х ,  АВ) =  ± ^ \
выражая эти величины через числа a, b и с, получаем 

\ Ь — а\  — \с — а\  и arg (с — а) — arg (6 — а) — ±  у  ;

откуда
с —- а =  (Ь — а)еіп!3 или с — а — (Ь — а)е~ы/3.

Итак, искомое необходимое и достаточное условие имеет вид: 
[с — а — (Ь — а) е‘п/3] [с — а — (Ь— а) е~ЫІ3] — О, 

или, после раскрытия скобок,
а2 +  Ь2 +  с2 — ab — be — ca =  0 .

2.15. 1. Если k >  0, то соотношение zZ — k эквивалентно
От • ОМ — k и (Ох, О т )— (Ох, ОМ) (mod 2л).

Точки т и М гомологичны в инверсии с центром О и сте­
пенью k.



Утверждение справедливо и при k <  О (инверсия может 
быть разложена на инверсию со степенью |&| — —k и симмет­
рию относительно О).

2. Центр тяжести G треугольника М\М2М3 (рис. 2) может 
быть определен из соотношения

M fi  =  4  MJ  =  1 1  (м Д і2 +  ЛѴ&з),

которое, если пользоваться только вектора­
ми с началом в О, имеет вид

3ÖG =  ОМ I +  ОМ s +  ОМ3

(это равенство может быть получено быст- Рис 2
рее с использованием понятия и свойств ба­
рицентра). Полученное векторное равенство эквивалентно соот­
ношению

Зг =  г, +  г2 +  г3.

А мы знаем, что длины векторов GP, и GMU GP2 
GP3 и GM3 удовлетворяют соотношениям

GP\ • GMj =  GP2 • GM2=  GP3 • GM3.

( 1) 

и GM2t.

Точки P i, P2, P3 и Mi, M2, Мз гомологичны в инверсии с по­
люсом G и степенью k, являющейся степенью G относительно 
описанной окружности. Если поместить начало в G, то аф­
фиксы этих точек равны и\ — z, и2 — z, u3— z, Z\ — z, z2 — zT. 
г3 — z и, как известно,

(ыа — z) (za — z) =  k (a =  1, 2, 3).
Равенство (1) может быть записано в виде

(z — z,) +  (z — Zs) - f  (Z — z3) =  0
или _____ _____ _____

(z — Zi) +  ( z — z2) - f  (z — z3) =  0.
Следовательно,

— !-----1------ !------1-----?—  =  0 .
Z —  Ы, Z —  « 2  Z —  U 3 m

3. Обратно, если аффиксы щ, и2, ы3, z четырех точек Ри Р2,, 
Р3, G удовлетворяют соотношению (2), то существует тре­
угольник, медианы которого пересекаются в G и пересекают 
описанную окружность в Ри Р2, Р3.

Прямые несущие векторы GPlr GP2, GP3,,пересекают окруж­
ность Р 1Р2Р3 в трех точках Mt, М2, М3 с аффиксами z u z2, г3, 
'А тогда, как известно,

(2 — щ) (2  — Zi) — k (k — действительное) (/ =  1, 2 , 3).



Следовательно,

S  (2  — Z i) = = 0  и S  (2 — Z [ ) = 0 .
І І

Точка G есть центр тяжести треугольника М ХМ2М3.
Если через и\, и2, н3 обозначены аффиксы заданных точек, 

то центры тяжести искомых треугольников имеют аффиксами 
корни уравнения (2 ); это уравнение имеет вторую степень от­
носительно г и имеет два различных или совпадающих ре­
шения.

Имеется особый случай, когда три заданные точки лежат 
на одной прямой, и тогда задача не имеет решения.

2.16. 1. Если подвергнуть точки А, В, С переносу, то аф­
фиксы а, Ь, с заменятся на

ax =  a-{-t, — cx— c-\-t,
а для и и V имеем

их =  а +  bj +  с/ 2 -f- t ( 1 +  / +  і2)'^= и,
»! =  а +  bj2 +  cj +  t (1 -f- / 2 +  /) =  V

(ибо, как легко видеть, 1 -f- / +  / 2 =  0 ) .
Если подвергнуть точки А, В, С вращению на угол а  с цент­

ром в О, то новые аффиксы будут равны
а2 — ае1а, Ь2 — Ьеіа, с2 — се1а,

откуда
и2 =  иеіа, ѵ2 — ѵе1а.

Если произвести гомотетию с центром в О и коэффициен­
том k, то

a3 =  ka, bÿ — kb, c3 — kc, щ — ku, v3 — kv.
Таким образом, относительно произвольного преобразования 

подобия на плоскости, полученного в результате проведения 
предыдущих преобразований, отношение и/ѵ является инва­
риантом. При произвольном же движении инвариантами слу­
жат, кроме того, Н  и |и| .

В отношении обратного заметим, что осуществляя последо­
вательно перенос, вращение и гомотетию с центром в О, можно 
преобразовать треугольник АВС  в треугольник DEO, где О — 
начало координат, а Е — произвольно выбранная точка оси Ох; 
при этом отношение и/ѵ, соответствующее треугольнику DEO, 
будет равно отношению и/ѵ, соответствующему треугольнику 
АВС.

Сравним теперь треугольники DEO и D'EO, преобразован­
ные из АВС  и А'В'С'. Для треугольников DEO и D'EO отно­
шения и/ѵ и и'/ѵ' равны, но если d, d', е — аффиксы точек D, 
D', Е, то



Таким образом, треугольники DEO и D'EO совпадают, 
а треугольники АВС и А'В'С', подобные треугольнику DEO, по­
добны.

2. Рассмотрим условие и — 0 и ѵ =  0 для треугольника 
ОВ'С', полученного из АВС переносом (это не меняет значе­
ний и я ѵ), при котором точка А переходит в точку О. Оче­
видно,

и==0 =>&' +  с '/ =  0 , о =  0 ф & Ч с ?  =  0 .
Точка В'  получена из точки С' вращением на угол ± я /3  

с центром О, и следовательно, треугольник АВС — равносто­
ронний.

3. Переносом и вращением с центром О треугольник АВС 
может быть преобразован в такой треугольник А'В'С'  (рис. 3), 
что ось Оу является перпендикуляром к се­
редине стороны В'С'\ тогда аффиксы точек 
В'  и С' будут действительными числами 
Ь' и —Ь', и

и' =  а' +  Ь' (/ — /2) =  а' +  ib' У  3,
v' =  а' +  b' (j2 — j) =  а ' — ib' VU.

В этом случае для того, чтобы А'В'  =  А'С ,  
необходимо и достаточно, чтобы аффикс а' 
точки А'  был чисто мнимым числом.

Если ѵ' равно нулю, то а' =  tb' У  3 — 
чисто мнимое; в противном случае отноше­
ние и'/ѵ' определено и действительно; это и является необхо­
димым и достаточным условием того, чтобы а' было чисто 
мнимым.

Если ѵ' — 0, то v — 0; если же ѵ' ф  0, то и ѵ Ф  0, и кроме 
того, и'Іѵ' =  и/ѵ. Стало быть, для того чтобы AB =  АС, не­
обходимо и достаточно, чтобы ѵ было равно нулю или чтобы 
отношение и/ѵ было действительным.

Только что полученный результат показывает, что В А — ВС 
в том и только в том случае, если либо b +  с/ 2 +  aj =  jv = 0 , 

l? *4" ci —1~ &j  ̂ i2tiлибо =-лг~ есть действительное число.b +  cj2 +  aj jv
Аналогичный результат имеем для случая СА — СВ.
Таким образом, для того чтобы треугольник АВС был рав­

нобедренным, необходимо и достаточно, чтобы либо ѵ было 
равно нулю, либо чтобы одно из отношений и/ѵ, ju/v, j2u/v 
было действительным, т. е. чтобы и3/ѵ3 было действительным 
числом.

2.17. 1. Если z действительно, то z — і и z +  i — сопряжен­
ные, и

z — iZ 1 = z +  i



Обратно, пусть |2 |  =  1, т. е. Z =  е'Ф; тогда 

~~г~  =  еіф4 ф2 =  і - — =  — ctg если еіф ф  1.

Итак, образ действительной оси есть окружность с цент­
ром О и радиусом 1 (исключая точку с аффиксом 1).

2. В данном случае дробно-линейная функция, определяю­
щая преобразование, относит действительному z действитель­
ное 2. Обозначим через z x некоторое действительное число, 
а через Z x — соответствующее ему значение функции; 2  — Z x 
есть дробно-линейная функция от г, обращающаяся в нуль 
для значения гь следовательно,

2  — Z , — k ( z  — г,) или 2  — 2, =  /г - — — .
Z Z2

В первом случае число k =  (2 — Z x) / ( z  — при действи­
тельном г будет частным двух действительных чисел, и зна­
чит, будет действительным числом. Во втором случае отно­
шение

z —  z I   2 г 2
z — z, ~~ k F

действительно при действительных значениях г; задавая г зна­
чение 0 , видим, что г2//г есть действительное число, а задавая г  
значение 1, видим, что \/k — действительное число. В обоих 
случаях получаем дробно-линейную функцию, все коэффициенты 
которой действительны.

Поскольку дробно-линейные преобразования с действитель­
ными коэффициентами образуют подгруппу Gі группы G, и 
группы G и Г  изоморфны, то, очевидно, множество Г і — образ 
G1 — является подгруппой группы Г.

3. Если преобразование Т сохраняет окружность с цент­
ром О и радиусом 1, то преобразование Tq^TT^ сохраняет дей­
ствительную ось Ох. В самом деле,

Ох— -> С—-> С— Ох,
где А — -> В означает, что преобразование S переводит А в В. 
Преобразование Tö 'TTo есть преобразование R, и значит, Т — 
=  ToRTÔ1. Обратно, преобразование этого типа сохраняет окруж-

TQl ri тоность С, так как С -----> О х —> О х — ->С. Чтобы показать, что
эти преобразования образуют подгруппу Г2 группы Г, доста­
точно убедиться в том, что Т'Т~ 1 принадлежит Г 2, если Т' и Т 
принадлежит Г 2. Имеем

Т =  ToRTÖ1 Т~х =  TqR- ' П 1,
Г  =  ToR'TÖ1,

Т'Т~ 1 =  {ToR'TÖX){ToR 'lTö l)=ToR'{TÖ]To) /? _ 1Го_ , = = Г 0 { R 'R ^ T Ô 1,



а так как Г| есть группа, то R'R~l есть преобразование группы 
Гь и следовательно, Т ' Т есть преобразование группы Г2. 
Можно было бы провести рассуждения и непосредственно, по­
казав, что Т~1, а затем Т'Т~Х сохраняют окружность С.

4. Если R определяется функцией г:
у _  az +  b 
L ~~ cz +  d ’

где числа a, b, с, d действительны, то Т определяется функ­
цией t:

у __ [с — Ь +  / (а +  d)] z +  b +  с +  I (а — d)
[— (b +  с) +  i (а — d)] z +  b — с +  i (a +  d) ’

где a, b, c, d — произвольные действительные числа. Таким об­
разом,

у _  X z +  [i ______ X z  +  ц/й. __ z — Zp
— Й2 — X X (Д/Я) 2 + 1  1 — ZqZ

где
А, — с — b “T i (cl -(- d),

X ’
2о =

b +  с +  i (а — d),
_  Л - 

X ’

при этом а, как частное —АД двух сопряженных чисел, имеет 
модуль 1.

Так как a, b, с, d — произвольные действительные числа, то 
Я и ц  — произвольные комплексные числа, а следовательно, а  — 
произвольное комплексное число с модулем 1, и г0 также про­
извольно. Стало быть, если а  и Zo заданы, то можно опреде­
лить действительные числа а, Ь, с, d так, чтобы соответствую­
щая функция t имела вид

t (z) =  а г — 20 1
1 — 202 ’

а это означает, что t определяет преобразование из Г2; значит, 
записанная форма характеризует эти преобразования.

2.18. Числа еШяІп, где 1 ^  k ^  п — 1, являются корнями п-и 
степени из единицы, исключая 1; значит, они служат нулями 
многочлена Л, определенного формулой

л ( л Д * = т £ т  =  і + * +  ••• + * " - 1.

Разложение А на простые множители имеет вид
П— [

А (х) — П (* — е21кл/п).i
Отсюда получаем

п =  А (  1) =  (-1 )"-*  1) =  (—l)rt-IP.і



Имеем, далее,
—  J  ■—  g i k î l l t i  ^ g l k n f t i  _ _  g — —  g i k n j t i  2^ s i n  k j t l f î

P =  J J  (2ielk7l/n sin kn/n) =  2n~lin~lS  П  elknln.
1 1

Аргумент произведения равен сумме аргументов сомножите­
лей; стало быть, аргумент произведения

равен

л-1
JQ  gift я/я 
)

л - 1  
ѵ т  kn
2л П1

л —1
я  V 1 и я  (п —  1) л
7Г к ~~ 7Г 2

(я —- 1) я 
2

и, следовательно,

Xl' eik7lln =  еІ (Я—1) Я/2 __  -л— 1— I «

р  =  2"-1г'п-1 С;П-1Sin~l =  2n~lS  (— l)n-If

5  =  (—I)1л—1 P
r>n—1 Г)Л— 1

2.19. 1. Л не может быть равно 1, потому что если р ф  О, 
то А ( г \і) ф  А (z) (ибо если бы А (г +  р) =  А (г) , то р было 
бы периодом, и многочлен А принимал бы любое значение 
бесконечное число раз). Тогда соотношение Z =  кг +  р может 
быть записано в виде Z — z0 =  X(z — z0), где через z0 обозна­
чено число р/ ( 1 — Я).

Если В — многочлен, определенный равенством В(и) =  
=  A(z0 +  u), то он инвариантен относительно замены и на Хи. 
Допустим, что В (и) =  au3 +  bu2 L-f- си -f- d\ тогда

В (Хи) — Х3аи3 +  X2bu2 +  Хеи +  d.
Многочлены, определенные этими формулами, тождественно 
совпадают лишь в том случае, если я(Я3— 1 ) = 0 , b(X2— 1 ) =  0, 
с (Я— 1) =  0. Поскольку В имеет степень 3, то а Ф  0; следо­
вательно, Я3— 1 = 0 ;  Я не может быть равно 1; стало быть, 
оно равно / или /2; тогда из двух других уравнений получаем 
b =  с — 0. Таким образом,

В (и) =  au3 +  d,
A(z) — B(z  — zo) — a (z — 20)3 +  d.

2. Точно такое же рассуждение, что и в п. 1, показывает, 
что многочлен В, определенный, как и выше, равенством В(и) =  
=  А (г0+„«), инвариантен относительно замены и на Хи. Если



B ( u ) =  2  bkxk, т°. отождествляя В (и) и В(ки),  получаем
о

условия
(кк — 1)Ьк =  0 ( к — 0, 1, . .  ., п).

А так как Ьп отлично от нуля, то к является корнем п-й сте­
пени из единицы.

П е р в ы й  с л у ч а й :  кк — 1 ф  0 для 0 <  к <  п. Тогда все 
коэффициенты bk, кроме Ьо и Ьп, равны нулю, и значит,

А (z) — В (г — Zo) =  bn (z — z0)n +  b0.

В этом случае к — е2іклІп, где целое k взаимно просто с п 
(см. задачу 2.10), и р =  z0(l — Я).

В т о р о й  с л у ч а й :  kh =  1 для некоторого натурального 
к <  п. Пусть р — наименьшее натуральное число с этим свой­
ством; тогда, как мы знаем, целые k, удовлетворяющие равен­
ству кк =  1, кратны р (в частности, это верно для п). Коэф­
фициенты bh обращаются в нуль при k, не кратных р, и про­
извольны, если k кратно р. Следовательно, В есть многочлен 
от «Р; разлагая его на простые множители, получаем

т
В (и) =  ô/t П  (цР — иі),1

где Ui — произвольные комплексные числа; отсюда
ПС

A (z) =  bn П  [(z — Zo)p — Иі].
I

Каждый из сомножителей (ир — «*) инвариантен при за­
мене и на ки, и стало быть, каждый из сомножителей в А 
инвариантен при замене z на А,г +  г0(1 — к).

3. Если п — 6, то корни из единицы (исключая 1) равны 
— 1, /, /2, —/, —/2. Мы применим результаты из п. 2; будем 
пользовйться также принятыми там обозначениями. Если 
к =  —1, то р — 2, и А является произведением 3-х многочле­
нов от (z — Zo)2:

A(z) — a [(z — zo)2 — и,] [(г — z0)2 — и2\ [(г — z0)2 — м3].

Если к равно / или /2, то р — 3, и А является произведением 
2-х многочленов определенного в п. 1 вида:

A (z) =  a[(z — z0)3 — щ \[(г — г0)3 — и2].

Наконец, для —/ и —j2 значение р равно 6 и 
А (г) =  а (г — z0)6 +  d.



2.20. 1. Уравнение (Е) имеет двойной корень, если много­
член х3 +  рх -f- q и производный многочлен Зх2 -f- р имеют об­
щий нуль. Запишем результат деления первого на второй:

х3 +  рх +  <7 =  у х  (Зх2 +  р) +  у  рх +  q;

общий нуль обращает остаток в нуль, и значит, равен —3q/2p. 
Остается записать, что он является нулем одного из многочле­
нов, скажем, Зх2 +  р;

3 ( ~  U ) ' +  р =  0 ^  4^3 +  27?2 =  °-
Проделанные вычисления не имеют силы при р =  0, но ре­

зультат остается верным.
Уравнение имеет двойной корень —Зр/2р; третий корень мо­

жет быть найден исходя из того, что сумма трех корней равна 
нулю (ибо коэффициент при х2 равен нулю):

2. Коэффициенты многочлена х3 +  рх -f- q действительны; 
если комплексное число Хі служит корнем уравнения (Е ), то 
сопряженное число Х\ тоже будет корнем. Пусть х3— третий 
корень; тогда

X ,  +  X ,  +  * з  =  0  = ф  * з  =  —  ( х ,  +  х і )  =  —  2 R e X [ .

Для того чтобы (Е) имело комплексный корень с действи­
тельной частью, равной а, необходимо и достаточно, чтобы —2а 
было корнем этого уравнения и чтобы два других корня были 
комплексными. Стало быть необходимо, чтобы

(— 2а)3 +  р (— 2а) +  q =  — 8а3 — 2ар +  <7 =  0.
Если это условие выполнено, то

X3 +  рх +  <7 =  (х +  2а) (х2 — 2ах +  р +  4а2).
Два других корня (Е) служат корнями уравнения второй 

степени
X2 — 2ах +  р +  4а2 — 0.

Они комплексны, если а2 — (р +  4а2) <  0.
Искомые условия имеют вид

q == 2 ар +  8а3, р >  — За2.
3. Если <7 =  0, то ненулевые корни уравнения (Е) служат 

корнями уравнения
X2 +  р == 0;

это комплексные числа с модулем г, где г 2 =  р.



Предположим теперь, что q отлично от нуля; тогда для про­
изведения корней уравнения (Е ) имеем

Х \ Х \ Х г —  \ X ! |2 х 3 = =  —  q .

Для того чтобы (Е) имело комплексный корень с модулем г, 
необходимо и достаточно, чтобы —q/r2 было корнем и чтобы 
два других корпя были комплексными. Стало быть, необходимо, 
чтобы

( '- ^ г )  + Р  (— -рг) +  <7 =  0,
или

q2 +  рг4 — г6 =  0.
Если это условие выполнено, то

-V3 +  Р-ѵ +  q =  (х  + ( х2 —  4 г *  +  г 2) .

Следовательно, два других корня (Е) являются корнями 
следующего уравнения второй степени:

*2 — -уг X +  г2 =  0;
они комплексны, если

-fj—  4г2 <  0.

Таким образом, искомые условия имеют вид
q2 +  рг4 — г6 =  0, q2 <  4г6

(условие, полученное при q =  0, является частным случаем).
2.21. 1. Уравнение, корни которого являются квадратами 

корней (Е ), получается в результате исключения х  из двух 
уравнений системы

и =  х2,
X3 +  рх +  q =  0.

Эта система эквивалентна системе
и =  X2,

x(u-+p) +  q =  0,
откуда и получаем искомое уравнение

q2 =  и {и +  р)2.
Таким образом, можно взять

А (и) — и (и +  р)2 — q2.
Можно было бы также вычислить коэффициенты много­

члена А с помощью симметрических функций корней х2, х\  и 
X2, используя для этого симметрические функции от х и х2, х3,



например, х\ +  х\ +  х2 =  (х, +  х2 +  х3)2 — 2 (х,х2 +  х2х3 +  х3х,) =  
— — 2р, и точно так же для двух других функций.

2. Представим квадрат разности корней в виде
(х1 — х2)2 =  (х, +  х2)2 — 4Х[Х2. „

Д а л е е  и м еем

Хі +  х 2 +  х 3 =  О =Ф X, +  х 2 =  —  х 3,

Х,Х2 +  Х2Х3 +  X3Xj =  р => х ,х 2 =  р — х 3 (Х, +  х 2) =  р +  х 3.

О к он ч ател ьн о  п ол уч аем

(*і -  x2f  =  Хз -  4 (P +  X2) =  -  (4р +  ЗХз2).

3. П о сл ед н я я  ф о р м у л а  и з п. 2 п о к а зы в а ет , что н ул я м и  м н о ­
гочл ен а  В с л у ж а т  ч исла — (4 р  +  З х 2); зн ач и т , м н огоч л ен  В п о ­
л у ч а ет ся  из м н о го ч л ен а  А, и м ею щ его  нули  х2р п утем  зам ен ы  
п ер ем ен н ы х:

V =  — (4р +  Зн) ф$и =  — •

С л ед о в а т ел ь н о ,

В (ѵ) — — (ц3 +  6рѵ2 +  9р2ѵ +  4ръ +  27 q2).

М н огоч л ен  В, как  и м н огоч л ен  А, о п р е д е л е н  л и ш ь с точ ­
ностью  д о  п о сто я н н о го  м н о ж и т ел я , и п о эт о м у  м н о ж и т е л ь  — 1/27  
м о ж н о  оп усти ть .

2 .2 2 . П о л о ж и м

Xl  +  X2 =  s, Х \ Х 2 =  р —  2 , Х3 +  Х4 =  Ы, Х3Х4 =  V.
В ы р ази м  си м м етр и ч еск и е ф унк ц ии  к ор н ей  м н огоч л ен а  х ь х 2, 

х 3 и х 4 ч ер ез s, р, и, ѵ, с о д н о й  стор он ы , и ч ер ез  к оэф ф и ц и ен ты  
м н огоч л ен а  —  с др угой ; получим

2 x ,  =  s  +  и —  1,

2  х гХ/ =  su +  V +  р =  su +  V +  2 =  X,
2  X i X j X k =  pu +  sv =  2u +  sv =  —  6 ,

x jx 2x 3x 4 =  pv — 2v =  — 4.

П е р в о е , тр етье  и ч ет в ер тое  ур ав н ен и я  п о зв о л я ю т  вы числить  
и и у , а  в т ор ое  —  найти К\ п ол уч аем

V — — 2,  s  — 2, и — — 1, Я =  — 2.

С та л о  бы ть, Х[ и х 2 с л у ж а т  корням и ур ав н ен и я  

X2 — sx - f  р =  X2 —■ 2 х  +  2 == 0;



точно так же, х3 и х4 являются корнями уравнения 
X 2 — их +  V — X 2 +  X  — 2 =  0;

следовательно,
X, =  1 +  і, х2 =  1 — і, х3 =  1, х4 —  — 2.

З а м е ч а н и е .  Этот результат можно также получить, если, 
исходя из того, что уравнения А (х) — 0 и х4А(2/х) — 0 имеют 
два общих корня х\ и х2, записать, что н. о. д. многочленов в 
левых частях имеет степень 2, а нули н. о. д. суть Х\ и х2.

2.23. Очевидно, целая часть дроби равна 1. Числа / и /2 яв­
ляются простыми полюсами, а —1— двойной полюс; поэтому 
разложение имеет вид

/? ( * ) = !  + (*+  1У +
В

х +  1 + х — 1Г +

(Коэффициенты С и С относительно полюсов / и /2 сопряжены, 
так как коэффициенты дроби R действительны; / — кубичный 
корень из 1.)

Для нахождения чисел А и В можно поступить следующим 
образом: вначале сделать замену переменного х +  1 =  t, а за­
тем найти частное от деления по возрастающим степеням до 
1-го порядка числителя на знаменатель t2R ( — 1 +  0 (мы будем 
пренебрегать членами степени, большей или равной 2, так как 
деление производится до 1-го порядка); имеем

t2R ( -  1 +  0 = ( / -  l)« +  3 ( f -  l )2 +  1 
( t -  iy + ( t -  1)+ 1

5 -  10/+  ... 
1 - / +  ...

5 — KM =  (1 — 0 (5 — 5f ) +  . . .
Значит, 

имеет вид
разложение относительно двойного полюса

5 5
( х +  I)2 ~ т + т -

- 1

Коэффициент С относительно простого полюса х — / имеет 
значение

С =  [ ( х - / ) * W U , =
■ X4 +  Зхг +  1

Jx=/
!4 +  3/* +  1 

(і +  і)20 - / 2) •
Соотношения /3 =  1 и 1 +  / +  /2 =  0 позволяют упростить 

выражение, прежде чем заменять / его числовым значением:
У4 +  З/2 +  1 =  / +  З/2 +  1 =  2/2,

(1 +  /)2 =  ( - / +  =  Д_=/,
2І2 _  2і _  -  1 +  ГКЗ , ■ ѴЗ

і а — и  j — і2 і Ѵ  3 3
Таким образом,

R(x) — l +  "(F+TF
__5____ I - М К З / З
X +  1 ‘  X —  j

1 -  i Кз/з
x - j *



Для проверки вычислений проще всего задать х частное 
значение; если здесь, например, взять х  =  0, то

Я(0) =  1

1 - f  1

1 + 5 - 5 +

/ ѴТ\

і + і Ѵ з /з i - t / з / з
— /

з / - /  1
, Ѵз =  1 - 2  Re /2(і +

і Ѵ з

З а м е ч а н и е .  В некоторых задачах (в частности, при на­
хождении примитивной дроби R) используется разложение на 
простейшие вещественные дроби; для того чтобы получить та­
кое разложение в данном случае, достаточно сложить два по­
следних члена, которые будут сопряженными, если х  — дей­
ствительное число.

Можно также сразу искать разложение в форме

/? ( * ) = !  + (*+ 1)2 * + 1
Хх  +  ц

+ + Т + Т
и получить % и р, задавая х конкретные-"числовые значения; так, 

-V =  0 =+ 1 =  1 +  pt =+> pt =  О,

2.24. 1. Если и есть нуль порядка а многочлена А, то он 
будет нулем порядка ( а — 1) многочлена А', и значит, полюсом 
порядка 1 дроби А'/А; коэффициент U при 1 / (х — и) в разло­
жении дроби А'/А определяется следующим образом:

( х  — и)  А '  (х) I __
А  ( х )  Ѵ —и

(х “ “ ) [ і Ѵ = т г і4(в,(“ ) + -” ] І
( х  — и ) а 

а! А т  ( и )  +

что получается в результате разложения А'  и А по формуле 
Тейлора. После этого можно разделить числитель и знамена­
тель на (х — и)а и затем, задав х  значение и, получить

U =
1

(а —  1)! Л(а)(«)
_1_
а!

Л(а) («)
а.

Стало быть, если и есть нуль порядка а многочлена А, то 
элемент разложения относительно этого полюса равен а / (х—и) 
и может рассматриваться как сумма а элементов 1 / (х  — и).

Если мы в разложении А'/А зададим х  значение а, то по­
лучим

А '  ( а )  _  VT 1 у  1 ____  А'{а)
A  (a )  jbJ а  —  X,  ^  2тк X,  —  а А (а) '



Продифференцировав разложение дроби А'/А, получаем раз­
ложение для ее производной:

п
А" (х) А (х) — А'  (х) 

А2(х)

и, задав х  значение а, находим

S  (x - x . f  •
і=і

Y  1_______ А'  (а) — А (а) А" (а)
Zi ( Х1 — а)2 А 2 (а)

2х2+ 1Разложим на простые элементы; имеем

2х2+  1 3 1 . 1 1 . 3  1 1 1
(х2 - 1 ) 2 4 (х — I)2 1 4 х - А  ^  4 ( х +  I)2 4 х + \

2. Задавая л: значения Х{ и складывая, получаем

5  =  У
F  2л:? +  1

Й  (*?->)*

_  з у  1 , 1 y  1 i 3 V  1 1 г  1
4 Zi (Xt -  1)2 4 Zi Xt -  1 ^  4 2 u  ( Xt +  1)2 4 2 u  x t + \  ‘

Вычисление S  сводится к вычислению сумм, рассмотрен­
ных в п. 1 (для а =  1 и а =  — 1); в данном случае
А' ( х )  _  4*3- 1  А'2 (х) -  А (*) А" {х)
А( х )  * ♦ - * + !  И Л2(х) _

4 л:6 -f- 4 л:3 —  \ 2 х 2 +  1 . 

”  (х* — л: +  I)2

ПОЭТОМУ S  (х( -  1)2 =  — 3 > S x j - 1  == — 3 > S  (хг +  I)2 = = _  "9 ’

Ѵ '  1 5 0 9 3 11 52 і х .+  f ==Т» и> следовательно, S =  — -  — j  — - j j  —

J .  i l
—  3 ■

2.25. Полюсы служат корнями уравнения
x2<f =  — 1 =  efIt;

это числа * — el(2k+l)nl2<l ^ k *
Все корни — простые, поэтому разложение дроби /? может быть 
записано в виде



Значение Ah можно найти, взяв для х значение хи в частном 
от деления числителя дроби R на производную знаменателя; 
это дает:

1 x k _  X k

k ~  ï<i4q' 1 -  ^ xlq '
Ни один полюс не будет действительным, и значит, полюсы 

попарно сопряжены, или, более точно, Xh — ■ Легко ви­
деть, что если дробь R имеет действительные коэффициенты, то 
сопряженным полюсам соответствуют сопряженные коэффи­
циенты; поэтому

<7-1

fe=0

A k , A k \ =  у  А к ( х ~ х к)  +  А к ( х ~ х к) 

x ~ xk x ~ * k )  (* “  хь) (х ~  *k)

Вычислим в явном виде каждый из членов суммы; имеем

Ак (х — хк) +  Ak (х — хк) =  [(** — хк) X — 2xkxk] =

= ----- [х cos [(2 k +  1) я/2q] — 1],Q
(х  Xh) (X Xh) == X2 X (Xh 4“ Xh) +  x hXh

—  X2 —  2x cos [(2k +  1) n/2q] -f  1,

г ,/ ,  ___1 V  xcos [ ( 2 f e  +  1 )  я / 2<7] —  1 _
A W —  q Z l  X 2 -  2 x  cos [ ( 2 k  +  1 ) я / 2 ? ] + Г

k=o
З а м е ч а н и я .  1) Последняя формула позволяет без труда 

вычислить примитивную дроби R.
2) Заменяя х на —х, мы переставляем члены разложения 

с индексом k и h — q — k — 1 (действительно, разложение R 
на простые элементы единственно, и значит, инвариантно, равно 
как и R, относительно замены —х на х ) .

2.26. 1. Мы знаем, что
л а ( хі )

1 в '(хд  ' '
Кроме того, мы знаем, что если п есть степень В, то 

В(х) =  Ь f l U  — X/), В' (х і ) — b П  ( x i  —  X j) .
/=] Іфі

Числа В'(хі) имеют попарно различные знаки, ибо если за­
менить Хі на Хі+и то сомножитель х,- — хг+і заменится на про­
тивоположный, а другие сомножители сохранят тот же знак 
(предполагается, что корни х,- пронумерованы в порядке их 
возрастания). Для того чтобы все 7, имели одинаковый знак, 
необходимо и достаточно, чтобы последовательность А (хД



была знакопеременной; тогда каждый интервал ]xt, хі+1[ содер­
жит по крайней мере один нуль многочлена А (это видно из 
непосредственного исследования знаков простых сомножителей 
А)\ А имеет по крайней мере (я — 1) действительных нулей. Но 
степень А не превосходит я — 1, ибо, по условию, целая часть 
дроби AJB равна нулю. Значит, и число нулей многочлена А 
не может превосходить (я —■ 1). Все нули А действительны, в 
каждом интервале ]*;, хі+1[ имеется один, и только один, и сле­
довательно, они разделяют полюсы.

Обратное получается сразу, а именно, если нули многочлена 
А действительны и разделяют полюсы хг-, то последователь­
ность А (Х{) будет знакопеременной, и все А* будут иметь один 
и тот же знак.

2. Воспользуемся разложением многочленов Р и Q на про­
стые множители:

Р ( х ) =  I l  (х — XiŸ1 X  П  ( х — И / Аі=і /= 1
у I а'. Т3 ѵ

Q {х) =  П  (х —  Хі )  1 X  II (х — vh) ",
г=і іі=і

где П\ — число общих нулей х{ многочленов Р и Q, я2— число 
остальных нулрй «/ многочлена Р, — остальные яз нуля Q.

Исследование, проведенное в задаче 2.24, позволяет запи­
сать

р ' ^  =  у  аі у  Р/
Р (х) ZU X — X, ' jmU X — и , ’

( ‘ і 1

q' ( х ) _  у  а -  у  Yft

Q (х) Z u  х —  х, ZU х - ѵ .  ’
і h "

R(x) =
p ' ( x )
P ( X ) +  k

Q' (x)
Q ( x )

y  а,- +  kat y  ßf y
Zu X —  X,  ' Zu x — u f ' Zu

i 1 ! > h

kVk
X — V,h

R есть рациональная дробь с нулевой целой частью; все ее 
полюсы — простые и действительные, а все коэффициенты раз­
ложения положительны. Тогда, как мы уже доказали в п. 1, 
все 'нули числителя действительны и разделяют полюсы; всего 
имеется Яі -f- я2 +  Яз полюсов, и значит, Яі +  я2 +  яз — 1 про­
стых нулей числителя. Эти нули служат также нулями много­
члена P'Q +  kPQ'.

Но, очевидно, для многочлена P'Q +  kPQ
x t — нуль порядка at -f  a't — 1,
«/ — нуль порядка ß / — 1, 
vh — нуль порядка yh — 1.



Сумма порядков этих различных нулей 
относительно всех х; есть

п: п,
а  =  2  («г +  «і — і)  =  2  (<*і +  а 'д ~~ n iïi=l i=1

относительно всех uj есть

ß =  2  (ß/ — 1)=  2  ß/ ~  w2»/=i /=i
относительно всех vh есть

и. Из
У =  2  (Ya — 0  =  2  Y/г — «з-

h= 1 ft= l

В общей сложности сумма порядков рассмотренных нулей 
многочлена P'Q +  kPQ'  есть

Л] Я* rts

а +  ß +  Y +  (n i +  п2 +  Щ — 1 ) =  2  (<*< +  <*і) +  2  ß/ +  2  У h— 1 =i=i i=i h=i

=  ( 2 a i + 2 ß / )  +  ( 2 « I + 2 Y * ) - l = d e g P + d e g Q - l  =
\i=l i=l /  \i= 1 i=l /

=  deg (P'Q +  kPQ').
Итак, многочлен P'Q +  kPQ'  не имеет других нулей, кроме 

уже найденных, и значит, все его нули действительны.

/



ЛИНЕЙНАЯ И ПОЛИЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА

Задачи опираются на определения и результаты глав VII—XI «Курса 
математики» Ш. Пизо и М. Заманского.

Важность этого раздела диктует разделение его на четыре главы.
В гл. I помещены задачи, опирающиеся на основные понятия (векторные 

пространства, базисы, линейные отображения); важно, чтобы студенты хорошо 
усвоили эти понятия, прежде чем приступить к изучению матриц, где техни­
ческая сторона дела может несколько заслонить идейную сторону и выводы. 
В гл. II помещены задачи, относящиеся к вычислению матриц и определите­
лей и решению систем линейных уравнений. Гл. Ill посвящена задачам на 
собственные значения и приведение матриц, гл. IV — евклидовым простран­
ствам, а также билинейным и квадратичным формам. Все предлагаемые за­
дачи требуют знания лишь элементарных понятий анализа (кроме двух или 
трех исключений, которые отмечены особо). Таким образом, читатель сможет 
привыкнуть к основным алгебраическим понятиям, прежде чем приступить 
к изучению анализа, что должно позволить ему с усйехом применять там 
алгебраические методы. Впрочем, вторая часть этого задачника содержит за­
дачи, в которых алгебра играет существенную роль.

Здесь невозможно даже просто перечислить важные понятия и теоремы, 
которые будут использоваться; для этого студент должен обращаться к курсу 
математики. Однако следует выделить некоторые из них, подчас очень про­
стые, но постоянно используемые при решении задач или, иногда, на наш 
взгляд, мало изученные студентами. На первое место среди таких вопросов 
следует поставить важное понятие сопряженного пространства, не всегда 
легко понимаемое и требующее усиленного размышления.

Некоторые задачи становятся очевидными, если отнерти пространство к 
надлежащим образом выбранному базису, для облегчения этого выбора сле­
дует помнить, что: независимые векторы в числе, равном размерности про­
странства, образуют базис; к независимым векторам можно добавить еще 
векторы, с тем чтобы полученная совокупность всех этих векторов'составляла 
базис (теорема о неполном базисе); в евклидовом пространстве процесс орто- 
гонализации Шмидта позволяет заменить базис е,- ортонормированным бази­
сом ііі так, чтобы подпространство Е і , порожденное векторами в\, е%, . . . ,  ей 
совпадало с подпространством, порожденным векторами и{, и2......... ut (ис­
пользуется метод, указанный в книге: Пизо и Заманский, Алгебра, гл. X, 
2-й раздел, § 1, в применении к подпространству F =  Е і и к подпространству 
Et - 1 пространства Е и имеющему ортонормированный базис ии Ыі_ і). 
Тогда матрица перехода будет треугольной.

Для определения размерности векторного пространства находится его 
базис или показывается, что оно изоморфно уже изученному векторному про­
странству. Если два пространства над одним и тем же телом имеют одина­
ковую размерность, то они изоморфны. Векторное пространство не может

«



иметь собственного подпространства одной с ним размерности; поэтому для 
доказательства совпадения двух векторных пространств £  и F часто бы­
вает удобно показать, что F содержится в £  и имеет ту же размерность, 
что и Е.

Чтобы определить линейное отображение, достаточно задать образы век­
торов базиса (т. е. п независимых векторов, если пространство, на котором 
определяется отображение, имеет размерность п); эти образы могут выби­
раться произвольно. Чтобы показать, что линейное отображение удовлетво­
ряет некоторым линейным условиям, достаточно убедиться в том, что эти 
условия выполняются для образов векторов базиса. Ранг линейного отобра­
жения f пространства Е в пространство F есть фундаментальное понятие, 
которое можно определить тремя различными способами:

а) как размерность/(£ )  (dim/ (£) ) ;
б) как число dim £  — dim /_1(0);
в) если f(x)  определяется своими координатами, линейными формами 

/ і(х), то ранг / равен размерности (в сопряженном пространстве £*) век­
торного подпространства, порожденного формами fi. Мы будем пользоваться 
всеми этими определениями, выбирая каждый раз то, которое проще всего 
применимо к данной задаче, в том числе и для того, чтобы получать соот­
ношения между размерностями различных векторных пространств, например, 
f (£) и Г ( 0 ) .

Использование определителей позволяет решить систему линейных урав­
нений, но это решение подчас скорее теоретическое. В большинстве слу­
чаев, и в частности, всякий раз, как коэффициенты являются числами, проще 
всего применять способ последовательных исключений. Если однородная си­
стема (И),  соответствующая системе (S) из п уравнений с п неизвестными, 
имеет лишь пулевое решение, то (S) имеет единственное решение; в против­
ном случае система (S) либо несовместна, либо неопределенна (теорема об 
альтернативе).

Часто для нахождения обратной матрицы, вместо того, чтобы вычислять 
определитель и миноры матрицы А, бывает проще выписать уравнения, пред­
ставимые равенством АХ =  У, где X и У — матрицы с единственным столб­
цом (X — один из столбцов обратной матрицы, а У — соответствующий стол­
бец единичной матрицы), и решить их последовательным исключением (в част­
ности, когда элементы матрицы А есть числа).

Для изучения свойств матрицы А часто удобно бывает рассматривать 
отображение Ä, соответствующее матрице А; это отображение представляется 
матрицей А относительно заданного базиса, и значит, координаты вектора 
Â(e{) равны элементам і-го столбца матрицы А (ві есть і-й вектор базиса). 
В частности, иногда для нахождения матрицы, преобразованной из А при 
замене координат, вместо того, чтобы пользоваться матрицами перехода, 
проще бывает найти векторы, преобразованные посредством Ä из векторов 
нового базиса. Однако необходимо четко различать А и Я, ибо А является 
матрицей отображения Ä лишь относительно данного базиса. Иногда, по 
отношению к заданному базису, удобно бывает приписывать каждому век­
тору X матрицу X с единственным столбцом, элементами которого являются 
координаты вектора х (но опять же четко различать х и X); отсюда проис­
ходят обозначения

У =  Л Х £ф  у =  Х( х )

и 1XAY  для билинейной формы с матрицей А.
Если все собственные значения матрицы различны, то существует базис, 

состоящий из собственных векторов. Всегда существует базис, состоящий из 
собственных векторов симметричной матрицы.

Задание билинейной симметрической формы равносильно заданию поро­
ждаемой ею квадратичной формы, поскольку каждая из них полностью опре­
деляет другую; значит, в зависимости от обстоятельств, можно вести рассу­
ждение либо для билинейной, либо для квадратичной формы.

#



I. Векторные пространства и подпространства; 
базисы, отображения и линейные формы

3.01. В пространстве R 4 заданы векторы 

* ,= (1 ,  1,2, 1), *2 =  ( 1 , - 1 , 0 ,  1)
* з  =  ( 0 , 0 , - 1 ,  1 ) ,  х 4 =  ( 1 , 2 , 2 , 0 ) ,  х  —  { \ ,  1 ,  1 ,  1 ) .

1. Показать, что 4 вектора х и х2, х3, х4 составляют базис 
пространства /?4.

2. Найти координаты вектора х относительно базиса х и 
Х2, х3, х4.

3.02. В векторном пространстве Е над полем комплексных 
чисел заданы три элемента а, Ь, с\ полагаем

u =  b-\-c, v — c-\-a,  w =  a-\-b.
1. Показать, что подпространства, порожденные векторами 

a, b, с, с одной стороны, и векторами и, v, w — с другой, со­
впадают.

2. Показать, что векторы и, и, w независимы в том и только 
том случае, когда векторы а, Ь, с независимы.

3.03. Напомним, что множество непрерывных отображений 
R в R имеет структуру векторного пространства над R, если 
сумма двух отображений и произведение отображения на дей­
ствительное число определяется обычным способом.

Будут ли функции fn{t) =  s\nn t независимы в этом про­
странстве?

3.04. Обозначим через А и В два конечномерных векторных 
подпространства векторного пространства Е над телом К.

1. Показать, что множество А +  В элементов из Е, пред­
ставляющих собой сумму элемента из А с элементом из В, есть 
векторное подпространство в Е.

2. Показать, что А +  В имеет конечную размерность, и бо­
лее того,

с!іт(Л +  В ) + ( 1 і т Л П 5  =  <1ітЛ +  с1ітБ '
(можно сначала рассмотреть простой случай, когда AÇ\B сво­
дится к нулевому элементу).

3.05. Зададим натуральное п и рассмотрим множество Е 
функций X,  определенных на R равенством

П
' x(t) =  aQ +  2  {ak cos kt +  bk sin kt)

k=i
(ûo, ai, an, b\, . . . ,  bn — любые действительные числа).

1. Показать, что Е есть векторное подпространство вектор­
ного пространства над R отображений R в R.



2. Обозначим через т (0 ^  т ^  п) целое число, а через
— множество функций х вида

т
X (t) — а0 +  2  (ßft cos kt - f  bk sin kt).

k—\
Показать индукцией, по m, что если элемент х из Ет является 
нулевой функцией, то коэффициенты ак и bk равны нулю 
(можно воспользоваться функцией х " -{-т2х, где х"  означает 
вторую производную функции х).

3. Найти базис векторного подпространства Е.
4. Обозначим через и линейное отображение Е в Е, относя­

щее каждому элементу х из Е элемент у — и(х) вида y(t) — 
—  x ( t  -f- я /4 ).

Показать, что и — линейное отображение и что «8 есть тож­
дественное отображение (через и& обозначена композиция 
восьми отображений, равных и).

Найти ядро отображения и и образ и(Е) множества Е.
3.06. Пусть два алгебраических числа со и Ѳ являются кор­

нями уравнений с рациональными коэффициентами:
п —[ т ~  1

ѳ"1=  2  ßfto*.
ft=0 ft=0

1. Показать, что поле R действительных чисел имеет струк­
туру векторного пространства над полем Q рациональных чи­
сел (сумма двух действительных чисел и произведение дей­
ствительного числа на рациональное, как частный случай про­
изведения двух действительных чисел, определяются в R обыч­
ным способом); это векторное пространство мы обозначим че­
рез Rq.

2. Показать, что множество Е действительных чисел х, рав­
ных многочленам от со и Ѳ с рациональными коэффициентами, 
есть векторное подпространство пространства Rq.

3. Показать, что любое число из Е равно многочлену от со 
и Ѳ с рациональными коэффициентами степени п — 1 и т — 1 
соответственно относительно со и Ѳ. Вывести отсюда, что Е — 
конечномерное подпространство.

4. Показать, что число со +  Ѳ служит корнем алгебраиче­
ского уравнения степени, не превосходящей пт, с рациональ­
ными коэффициентами.

3.07. Рассмотрим множество 9? последовательностей {«„} 
с комплексными членами, удовлетворяющими рекуррентному 
соотношению

Un  —  Щ и п - \ - \ -  . . .  - f  ü k ü n - k  Д Л Я  n ^ k ,

где а\, а2, . . . ,  ак — заданные комплексные числа.
1. Показать, что У  есть векторное подпространство вектор­

ного пространства над полем С последовательностей с ком­
плексными членами.



Напомним (см. Пизо и Заманский, Алгебра, гл. Ill, 3-й раз­
дел, § 2) определение операций:

{̂ л} “Ь {ѵп} === {Цп “I- ѵп), Я {мга}== {Яы„}.

2. Найти базис пространства SP и показать, что У  имеет раз­
мерность к.

3.08. I. Показать, что если а, b и с — произвольные рацио­
нальные числа, то многочлены и3 — 2 и a -ф bu -j- си2 взаимно 
просты.

2. Показать, что множество Е действительных чисел вида
а +  Ь Ѵ 2 + с Ѵ  4 (а, b, с — рациональные) есть кольцо. При­
менив, например, результат из п. 1, показать, что это кольцо 
является телом.

3. Показать, что Е — трехмерное векторное пространство 
над полем рациональных чисел, если определить произведение 
числа из Е на рациональное число как обычное произведение 
двух действительных чисел.

3.09. 1. Показать, что множество многочленов степени, мень­
шей или равной п, с комплексными коэффициентами есть 
п -ф 1-мерное векторное пространство Е п+І над полем комплекс­
ных чисел.

2. Если многочлены А р пространства Еп+\, где индекс р 
принимает значения 0, 1, . . . ,  п, таковы, что степень А р равна 
р, то многочлены А р образуют базис пространства Е п+1.

3. Показать, что в пространстве Еп+, кратные многочлена 
В степени k ^  п образуют векторное пространство FB размер­
ности п — k -ф 1 и что многочлены степени, меньшей или рав­
ной Ä— 1, образуют векторное подпространство Gk, дополни­
тельное к предыдущему.

Найти бесконечное множество пространств, дополнительных 
к векторному подпространству Gh.

Показать на примере, что объединение двух векторных под­
пространств может не быть векторным подпространством.

3.10. £„+1 есть векторное пространство многочленов степени, 
меньшей или равной п, с комплексными коэффициентами, рас­
смотренное в задаче 3.09. Многочлены Uh определяются для 
0 sg: k п соотношениями

Uq— 1, Uk (x) — x ( x — 1) . . .  (х — k +  1), если k >  0.

1. Показать, что многочлены Uh образуют базис простран­
ства Еп+ь

2. Показать, что существует, и притом единственное, линей­
ное отображение Е п+1 в себя, удовлетворяющее п -ф 1 условиям

Ф ( х к) =  и к, (к =  0 , 1 ............л ) ,

и что ф биективно.



3. Определим отображение Ô пространства £„+і в себя по­
средством соотношения

[0(Р)](х) =  Р ( х + 1 ) - Р ( х ) .
Показать, что ô линейно; найти многочлены b{Uh)\ опреде­

лить ядро отображения ô и векторное подпространство ô(£„+i).
4. Если R — многочлен с комплексными коэффициентами, то 

уравнение
Р ( х + 1 ) - Р ( х )  =  Р(х)

имеет решением многочлен Р, обращающийся в нуль при х = 0 ; 
такой ‘многочлен — единбтвеиный.

5. Определить, что представляет собой отображение d про­
странства Еп+1 в себя, имеющее вид

d =  ф-1 о ô о ф.
3.11. Пусть Е — векторное пространство многочленов с ком­

плексными коэффициентами; А — данный многочлен степени а; 
Еп+1 — подпространство пространства Е, образованное много­
членами степени, меньшей или равной п. Определим линейное 
отображение f пространства Е в себя равенством

/ (Р) =  АР' — А'Р,
где А'  и Р' — производные многочлены многочленов А и Р.

1. Показать, что если степень k многочлена Р отлична от а, 
то степень многочлена f(P) равна точно a -j- k — 1. Убедиться 
в том, что f(A) равно нулю, и показать, что множество 
f(Ea+]) совпадает с множеством f (Ea). Найти ядро отображе­
ния f.

2. Чему равен ранг сужения f на £„+і?
3. Множество многочленов Q, принадлежащих Ер+1 и /(£ ) , 

есть векторное подпространство Fp+i. Показать, что Fp+l =  
— f(Ep-a+2), и найти размерность пространства £ р+1 (следует 
рассматривать отдельно несколько случаев, в зависимости от 
значений р).

Найти подпространство F3, когда А — х2.
4. Если нули многочлена А различны, то для того, чтобы 

дробь Q/А2 была производной некоторой рациональной дроби, 
необходимо и достаточно, чтобы многочлен Q принадлежал 
НЕ).

Это не имеет места, если А имеет кратные нули (можно ис­
следовать частный случай дробей со знаменателем х4).

3.12. Е — конечномерное векторное пространство над полем 
действительных чисел, и и ѵ — линейные отображения Е в себя, 
и пусть ядро «_1(0) отображения и содержит ядро и-1(0) ото­
бражения V.

1. Показать, что в Е можно выбрать базис е\, . . . ,  еп так, 
чтобы k первых его векторов составляли базис ядра ц_1(0), 
a k -f- h первых векторов составляли базис ядра «-1(0).



Доказать, что векторы ѵ(ві) с индексом і, большим, чем k, 
независимы и образуют базис подпространства ѵ(Е).

2. Показать, что существуют такие линейные отображения 
w пространства Е в Е, что

и  =  w  О V.

3. Предположим, что Е — пространство, рассматриваемое в 
элементарной геометрии, которое будет отождествлено с про­
странством R3, По определению, отображения и я ѵ каждому 
вектору сопоставляют проекцию этого вектора соответственно 
на плоскость Р, проходящую через О, и на прямую D, прохо­
дящую через О и лежащую в Р. Дать определение сужения w 
на плоскость Р, указать, к какой теореме элементарной гео­
метрии мы при этом приходим.

3.13. Обозначим через Е и F два векторных пространства 
размерности т и п  над одним и тем же телом К, а через <?f — 
векторы базиса пространства Е (г =  1, 2, . . . .  т ) .

1. Показать, что линейные отображения f пространства Е 
в F образуют векторное пространство 2?, если положить

( /  +  г )  (х)  =  f (х)  +  g  (X),

Щ) (х) == Kf (х).

2. Показать, что f полностью определено заданием векторов 
/(е,-) и что эти векторы могут быть любыми. Найти размерность 
пространства S .

3. Допустим теперь, что пространство F есть само простран­
ство Е. По определению, произведение двух отображений из 
S  есть их композиция; показать, что тогда S  имеет структуру 
кольца.

4. Используя предыдущий результат, показать, что любому 
линейному отображению f пространства Е в Е можно отнести 
такой многочлен А с коэффициентами из К, что

т 2
Л ( / ) = 2 а < / '  =  0,

1=0

где /° — тождественное отображение, а 0 представляет собой 
нулевое отображение, переводящее каждый вектор в нулевой.

3.14. Е — л-мерное векторное пространство над телом К. 
Напомним, что линейные отображения Е в себя образуют 
кольцо і?  (см. задачу 3.13).

Обозначим через / некоторый фиксированный элемент из S ,  
обладающий следующим свойством: образы f v (x0) некоторого 
вектора х0 из Е составляют базис пространства Е, если взять 
р =  1, 2, . . . ,  п.

1. Показать, что отображение f биективно.



2. Показать, что в К можно найти такие числа ар, что
(/" +  an- \ f n~x +  . . .  +  aoe) (х0) =  О,

где е означает тождественное отображение.
Вывести из этого, что отображение fn +  a.n~\fn~x +  . . .  +  aoe 

является нулевым отображением (показываем, что это отобра­
жение переводит векторы базиса в нулевой вектор).

3. Предположим, что отображение g перестановочно с /, 
т. е. что gf — fg.

Показать, что в К можно найти такие числа £>;, что 
g (х0) =  (bn-\fn~ l +  Ьп-2Іп~2 +  . . .  +  bœ) (хо), 

и вывести отсюда, что
g =  b, г-і}п~1 +  bn-2În~2 +  • • •  +boe.

3.15. Обозначим через Еп+І векторное пространство много­
членов степени, меньшей или равной п, с комплексными коэф­
фициентами (пространство, изучавшееся в задаче 3.09).

1. Значение А{хо), принимаемое многочленом А в точке Хо, 
есть линейная форма на £ п+і-

2. Если числа хь х2, . . . ,  хп+1 различны, то линейные формы 
А ( х і), . . . ,  Л(х„+і) независимы и образуют базис 98* сопряжен­
ного к Е п+1 пространства Е* + І.

3. Показать, что многочлены Лагранжа относительно зна­
чений X], х2, . . . ,  хп+] образуют базис & пространства £ п+ь со­
пряженный базису Ш* из п. 2.

(Два базиса et и cpj пространства Е и его сопряженного Е* 
называются сопряженными, если <Pj(ßj)=0 при j ¥= і и
Фі(ег) = ] . )

4. Найти базис пространства £^+1, сопряженный базису 
1, X, . . . ,  хп пространства Еп+І.

5. Показать, что если х0, Х], . . . ,  хп+і заданы, то существуют 
такие постоянные Ài, . . . ,  Яп+ь что для любого многочлена А 
степени, меньшей или равной п,

А'(хо) — %\А (хі) +  Я2Л (х2) +  . . .  +  Я,1+1А (хя+і),
где А'  — производный многочлен от А.

Выписать в явном виде коэффициенты
3.16. Определим линейное отображение / пространства R3 

в себя, задав координаты (X , Y , Z ) вектора f(u) как функции 
координат (x ,y , z ) вектора и следующим образом:

X =  (т — 2) X +  2у — г,
Y =  2х +  ту  +  2z,
Z — 2тх +  2(m +  1) у +  ( т  +  1) г.

Показать, что ранг отображения f равен 3, кроме некоторых 
частных значений параметра т, которые требуется указать. Для



этих значений уточнить ранг и определить подпространство
Î (R3).

3.17. Пусть Е есть «-мерное векторное пространство над те­
лом К, а Е* — сопряженное пространство; Ф — множество век­
торов из Е, a F — векторное подпространство в Е, порожденное 
элементами из Ф.

1. Показать, что линейные формы, принимающие значение О 
для всех элементов из Ф, образуют векторное подпространство 
F* пространства Е*.

2. Показать, что общие нули линейных форм из F* суть 
векторы из F.

3. Показать, что dim F -(- dim F* — «.
4. В векторном пространстве En+l многочленов степени, 

меньшей или равной «, с комплексными коэффициентами возь­
мем в качестве F подпространство многочленов, кратных 
(X — 1)2( х — 2)3( х — 3). Показать, что F* есть множество ли­
нейных форм I вида
К А ) =  Я, А ( 1 ) +  Рі  А ''  ( 1 ) +  М  (2) +  М '  (2)  +  ѵ2А" (2) +  À3 А (3).

3.18. I. Предположим, что в аддитивной абелевой группе Г 
определена структура «-мерного векторного пространства над 
полем комплексных чисел; обозначим это пространство через Е.

1. В той же группе Г умножение на действительное число 
определим как сужение на произведение Г X  R умножения, 
определенного в условиии задачи для произведения Г X С.

Иными словами, если, во избежание путаницы, один и тот 
же элемент из Г обозначать через х, если он рассматривается 
как вектор из Е, и через х', если внешнее умножение ограничи­
вается действительными числами, то операции будут иметь вид 

х' +  и' =  (х +  у) гх' =  (гх) ', если г действительно.
Показать, что тем самым в Г определена структура вектор­

ного пространства Е' над R.
Показать, что элементы х' и (іх) ' независимы и что Е' имеет 

размерность 2«.
(Для конкретного примера можно взять в качестве Е век­

торное пространство над С многочленов степени, меньшей или 
равной 2, с комплексными коэффициентами.

2. Рассмотрим отображение ф пространства Е' в Е
ф (х') — (іх)'.

Показать, что ф  есть изоморфизм пространства Е' на. Е' 
(т. е. ф линейно и биективно) и что ф о ф =  —е, где е — тожде­
ственное отображение.

II. F есть векторное пространство над R размерности 2«.
1. Показать, что существуют такие изоморфизмы f  про­

странства F на F, что f ° f  =  —e. (Можно вначале рассмотреть 
случай, когда F есть множество комплексных чисел, что дает 
нам результат для « =  1, а затем перейти к общему случаю.)



2. В аддитивной абелевой группе элементов из F опреде­
ляем умножение на комплексное число % ір, полагая

(Л +  гр) X — Хх +  р/ (х),
где / — произвольно выбранный изоморфизм из п. 1. Показать, 
что тем самым получено векторное пространство Е над полем 
С комплексных чисел.

Наконец, убедиться в том, что пространство Е', получаю­
щееся из Е, как и в первой части задачи, изоморфно F, и по­
казать, что Е имеет размерность п.

3.19. Рассмотрим дифференциальное уравнение

У" +  РУ' +  УУ =  О, (Е)
где р и q — действительные числа.

Определенная на R действительная функция / является ре­
шением уравнения (Е), если она дважды дифференцируема на 
R и ее производные удовлетворяют уравнению (£); функция, 
определенная на R и принимающая комплексные значения, яв­
ляется решением уравнения (£), если ее действительная и мни­
мая части являются решениями уравнения (£).

1. Показать, что решения (Е ) образуют векторное простран­
ство S над полем С. Будем предполагать известным в дальней­
шем, что это векторное пространство имеет размерность 2.

2. Показать, что если / — функция из S, то ее производная 
f' тоже является функцией из S, и доказать, что отображение I 
пространства S в S, относящее каждой функции f ее производ­
ную f', линейно.

3. Показать, что если бы I было пропорционально тожде­
ственному отображению, то размерность S была бы равна 1. 
Найти значения р и <?, для которых I не будет изоморфизмом 
S  на S.

4. Проверить, что если е ,— тождественное отображение, то
I ° I pi qe =  О,

и доказать существование чисел гх и г2, для которых
(I — r le)o(l — r2e) =  0.

Наконец, показать, что ни одно из двух отображений I — гхе 
и I — г2е не обратимо.

3.20. Определим линейное отображение f пространства Æ4 
в себя, задав координаты X, Y, Z, Т вектора f(u),  как функции 
координат X, у, z, t вектора и, следующим образом:

X — X +  г/ +  г — t,
У — —х +  у — z — t,
Z  =  X — у  — z  — t,

' Т — —X — у  -f- z  -f- 3t.



1. Найти ранг отображения / и определить пространство 
f (R4). Показать, что f (R 4) не имеет общих, точек с областью D 
вида

X >  О, Y >  О, Z >  О, Т >  0.

(или что не существует значений х, у, z, t, для которых эти 
четыре неравенства выполняются).

2. Определим точно так же линейное отображение f про­
странства Rn в Rp, задав координаты вектора f(u),  являюще­
гося образом вектора и, следующим образом:

П

XI =  fi (и) =  21 QijX/> (і 17 2, . . . ,  р),
/=1

и предположим, что f имеет ранг, не меньший чем р — 1. 
Показать, что для того, чтобы система неравенств

П (и )>  0 ( і = 1 ,  2, р) (S)

не имела решений, необходимо и достаточно, чтобы существо­
вали такие, не все равные нулю, положительные числа Àï, что

2  h f l  — 0.

II. Матрицы, определители, линейные уравнения

3.21. Все рассматриваемые числа принадлежат заданному 
полю К. Матрицы M (s), jV (/) и Р(и) определяются следующим, 
образом:

'  * < • > - ( '  1 }  " < ' > = ( !  > )  Р М = ( о  “ )■

где число s, по условию, отлично от 0.
Показать, что для того, чтобы матрица

( a  b
Л =  л\ с  d

могла быть представлена в виде М (s) N (t) Р (и) , необходимо и 
достаточно, чтобы

а ф  0, ad — Ъс— \.
Доказать единственность такого представления.
3.22. Пусть а, Ь, с, d — числа из поля К’, рассмотрим мат­

рицу

А =
а Ь\ 
с d j '



1. Вычислить А 2 и показать, что существуют числа а и ß, 
выражаемые в виде функций от а, Ь, с и d и такие, что

Указать, в каких случаях коэффициенты а  и ß не един­
ственны.

2. Показать, что множество S& матриц В , которые могут 
быть представлены в виде

(и, V — любые числа из К, / — единичная матрица), есть уни­
тарное коммутативное кольцо.

3. В этом и в следующем вопросе вместо К берется поле R 
действительных чисел.

Показать, что если В обратима, то ее обратная матрица В~1 
принадлежит При каком условии кольцо s4- будет телом?

4. Пусть а =  d — О, Ь =  1, с =  —1. Показать, что s4- есть 
поле, изоморфное полю комплексных чисел.

3.23. В этой задаче предполагаются известными результаты 
второго вопроса задачи 3.22. Все рассматриваемые матрицы при­
надлежат кольцу квадратных матриц 2-го порядка с комплекс­
ными членами.

1. Задана матрица

была перестановочна с матрицей М, т. е. чтобы ВМ =  МВ, не­
обходимо и достаточно, чтобы существовало такое число k, что

Показать, что множество перестановочных с М матриц В 
есть 2-мерное векторное пространство над полем С комплекс­
ных чисел и является одним из колец, рассматриваемых в за­
даче 3.22 (где в качестве К, разумеется, берется поле С ком­
плексных чисел).

2. Допустим, что член ß матрицы М равен нулю. Найти мно­
жество матриц В, перестановочных с М, и показать, что это 
снова будет одно из колец, изучавшихся в задаче 3.22.

3. Показать, что всякое коммутативное подкольцо кольца 
квадратных матриц 2-го порядка есть подкольцо одного из ко­
лец S& задачи 3.22.

А2 — аА — ß/ =  0.

В =  иІ +  ѵА

а предполагается, что член ß отличен от нуля. 
Показать, что для того, чтобы матрица

y — k$, z =  k у ,  X — t — k(a — ô ) .



3.24. 1. В кольце Ж квадратных матриц 2-го порядка с ком­
плексными членами рассмотрим множество К матриц М вида

где т и п — любые комплексные числа.
Показать, что К — некоммутативное тело.
2. Показать, что К не является подпространством вектор­

ного пространства над С квадратных матриц 2-го порядка 
с комплексными членами.

3. Показать, что в К можно определить структуру вектор­
ного пространства над R размерности 4. Найти базис Е и Я2, 
Е3, Е4 этого пространства и показать, что умножение в теле К 
может быть определено заданием произведений EiEj.

3.25. 1. Во множестве Е, где определена ассоциативная опе­
рация с нейтральным элементом е, множество Е\ обратимых 
элементов составляет группу.

Приложение-, обратимые квадратные матрицы второго по­
рядка с комплексными членами образуют группу G.

2. Пусть А — матрица из G и а  — отображение С2 в себя,, 
определенное следующим образом:

Убедиться в том, что отношение х'іу' есть дробно-линейная 
функция На отношения х/у. При этих условиях показать, чтсг 
если во множестве Я невырожденных дробно-линейных функ­
ций произведение функций определяется как их композиция, то 
Я является группой, а отображение ср, определенное равенством 
Ф(А) — ііа, есть гомоморфизм группы G в группу Я, т. е. (за­
дача 1.14 первого раздела)

Найти ядро отображения ф, т. е. множество ф_І(е), где е 
означает нейтральный элемент из Я, и вообще, найти множе­
ство ф_1(/і) для произвольной дробно-линейной функции h.

3.26. Рассмотрим кольцо S& квадратных матриц п-го по­
рядка, элементы которых принадлежат полю К. Две матрицы 
Л и Я из этого кольца называются перестановочными, если 
AB =  ЯЛ_

1. Показать, что множество Е матриц, перестановочных- 
с заданной матрицей А, есть подкольцо кольца

2. Если Л и Я перестановочны и если Р и Q — два много­
члена с коэффициентами из К, то матрицы Р(А)  и Q(B) пере­
становочны.

3. Если Л обратима и перестановочна с Я, то матрицы А~1 
и Я перестановочны.

Ф (Л) Ф (Я) =  ф (ЛЯ).



3.27. Если матрица Л = ( а , і;) имеет т строк и п столбцов 
и ее ранг равен 1, то найдутся такие числа «і и  v jt не все рав­
ные нулю, что

аі, / =  иіѵI
(а,, j означает элемент і-й строки и /-го столбца; все эти элементы 
принадлежат полю К).

3.28. В этой задаче все рассматриваемые числа принадле­
жат одному и тому же полю К.

Квадратная матрица Т =  (tij) порядка п называется тре­
угольной, если ti,j =  0 при і >  /, т. е. когда члены, располо­
женные под главной диагональю, равны нулю:

1̂1 112 . .
0 /22 • •

0
* О

• * • і̂п

0 . . .  0 tnn
1. Показать, что треугольные матрицы n-го порядка обра­

зуют кольцо s4>. Будет ли это кольцо коммутативным?
2. Обозначим через Ѳ линейное отображение К" в Кп, со­

ответствующее матрице Т, т. е. отображение, представленное 
матрицей Т относительно канонического базиса с, (і =  1, 2, . . .  
. . . ,  п) пространства Кп.

Показать, что для того, чтобы матрица Т была треугольной, 
необходимо и достаточно, чтобы векторные подпространства 
Ер, порожденные векторами еи е2, . . . ,  ер, были устойчивы от­
носительно отображения Ѳ, т. е. чтобы В(Ер) а  Е р.

Показать, что этот факт позволяет без вычислений устано­
вить, что треугольные матрицы образуют кольцо.

3. Обозначим через X матрицу из п строк и одного столбца 
элементов хІУ а через Т — треугольную матрицу.

Исследовать матричное уравнение ТХ — 0.
Найти ранг отображения G, соответствующего матрице Т.
3.29. Рассматриваемые в задаче матрицы имеют в качестве 

элементов числа из поля К.
Дана квадратная матрица п-го порядка, определенная при 

помощи четырех матриц Mif.
p q

M ul M
M2.i M,

при этом матрица М\\ имеет р строк и р столбцов, М 1і2 — р 
строк и q столбцов, М2,\ — q строк и р столбцов, и М2>2 — q 
строк и q столбцов (р и q — два натуральных числа, в сумме 
равные /г).



Показать, что произведение двух матриц М и N, представ­
ленных в этой форме, выражается точно так же, как если бы 
матрицы Mi, j и Nit} были числами (элементами матриц М и N).

З.ЭО. Предполагаем известными результаты задачи 3.29 и 
тот факт, что множество действительных матриц вида

/ и ѵ\
V—  V и ,

есть поле г€,  изоморфное полю комплексных чисел (задача 3.22,. 
п. 4).

Рассмотрим в кольце J f  квадратных матриц 4-го порядка 
с действительными коэффициентами множество Ж матриц М 
вида

/ 0
b с d

- ь а — d с
с' d' а' Ь'

\ - d ' с' - Ь ' а'
где а, Ь, с, d, a', b', с', d' — любые действительные числа.

1. Показать, что Ж  есть векторное пространство над /?; 
имеющее размерность 8, и что Ж есть кольцо.

2. Показать, что Ж, со структурой кольца, изоморфно 
кольцу s& квадратных матриц 2-го порядка с комплексными 
коэффициентами.

3. Можно ли определить в структуру векторного про­
странства, изоморфную структуре векторного пространства Ж ?

4. Пусть X — матрица из 4 строк и 1 столбца; найти усло­
вия, при которых уравнение MX =  0 имеет ненулевое решение.

3.31. Коэффициенты и неизвестные — комплексные числа.
1. Решить и исследовать систему

КХ{ +  üiXn+j — bi,
n (S)

2  СЦХІ + Kxn+i==bn+} ( i =  1, 2, ..  n).
i=i

2. Вычислить определитель Dn системы (5) и найти таким 
путем, при каких значениях к система (5) имеет единственное 
решение.

3.32. Обобщенная система Вандермонда. Решить и исследо­
вать систему уравнений

Х\ +  х2к{ +  х3Яг +  x4kj -f- x5kf — О,
М +  *2р +  *3P2 +  ЛчР4 +  -̂бМ-6 =  1 (і =  1, 2, 3, 4).

Для этого исследования можно воспользоваться многочленом 
А вида А (и) =  Xi +  х2и +  . . .  -|- х5ив и применить метод, ана­
логичный методу из курса Ш, Пизо и М. Заманского (Алгебра, 
гл. IX, 3-й раздел, § 1).



3.33. На пространстве R4 заданы четыре линейных формы
X =  ау +  bz-\- et,
Y =  ах - +  cz +  bt,
Z =  bx-\- су +  at,
T =  ex +  by +  az.

1. Найти ранг системы форм X, Y, Z, Т (т. e. ранг опреде­
ляемого ими отображения R4 в /?4).

2. Найти, посредством вычисления определителя системы, 
условия, при которых эти формы независимы.

3. Исследовать существование решений системы
X — а +  b +  с, Y =  a, Z =  Ь, Т — с.

3.34. Показать, что. определитель антисимметрической мат­
рицы нечетного порядка равен нулю. (Квадратная матрица 
А =  (aij) называется антисимметрической (кососимметриче­
ской) , если a(j +  ал =  0, каковы бы ни были і и /.)

3.35. Циклический определитель. Рассмотрим определитель 
D с комплексными членами, все строки которого получаются 
из первой путем циклической перестановки членов:

а, а2 . . ап
ап ау . . . ап- 1
а« -1 ап . . ап- 2

ч
а2 а3 ау

1. Показать, что определитель D, рассматриваемый как 
многочлен одного переменного, скажем, ау, делится на

а, +  а2и +  . . .  +  апип~',
где и есть п-й корень из единицы; представить определитель D 
в виде произведения п таких сомножителей.

2. Вычислить определитель D, если ak =  k.
3. Вычислить определитель D, если для заданного р ^  п

ак — 1 при k ^  р и ak — 0 при k >  р.
Можно использовать следующий результат: если р взаимно 

просто с п, то все числа u°h различны между собой и с точ­
ностью до порядка равны числам ик (через ик для h =  0, 1,
2........ (п — 1) обозначены п корней из единицы).

3.36. Определителем Вандермонда называется определитель 
D = \ d i j \ ,  где du  — Н~1\ напомним (см. Пизо и Заманский, 
Алгебра, гл. IX, 3-й раздел, § 2), что

D = T i { k t - b t ) .
і>і



Обозначим через Р и Р2, . . . .  Р п+ 1 множество из п +  1 мно­
гочленов, степени меньше или равной «, с комплексными коэф­
фициентами, определенных формулой

п+1
P i  (X) =  2  а ц х ’ - 1.

/= 1
Пусть X], х2, . . . ,  Хп — различные между собой комплексные 

числа; рассмотрим матрицы А, X, У, следующим образом опре­
деленные заданием элементов і-й строки и /-го столбца:

Л =  (аг7), *  =  (*}-), У - ( Л  (*,)).

Доказать равенство У =  АХ.
Используя многочлены Р{ вида Р і (х ) =  (х + і ) п, найти наи­

более простое выражение для значения определителя
1" 2" . . .  (п + 1 )"
2П 3" . . .  (п +  2)"

( « + 1 Г ( п +  2)п . :. (2п +  1)"
3.37. А — (ßjj) — квадратная матрица «-го порядка с ком­

плексными членами, Aj{ — коэффициенты при ßjj в разложении 
определителя матрицы А по элементам /-го столбца. Напомним, 
что если В — матрица (+ j) , то ВА =  AB =  (detA)I  (см. Пизо 
и Заманский, Алгебра, гл. IX, 2-й раздел, § 2).

Показать, что если А имеет ранг п — 1, то В имеет ранг 1, 
а если ранг А не превосходит (« — 2), то В равна нулю.

3.38. Решить и исследовать систему (S):
У

а +  Лі +
t

b +  Xi с -У Xi d + 1 = 0 ,  i =  1, 2, 3, 4.

Можно дать интерпретацию этой системы при помощи функ­
ции f вида

t /. \ X I ^ » 2 ,  ̂ I
I (и)== а +  и +  Ь +  и ~T' c  +  u ' t d +  u ~ ~  1’

3.39. Вычислить (например, индукцией по «) определитель
ai + Ьі Ьі Ьі

А,= ь2 а2 + Ь2 . . .  b2

Ьп Ь„ . . . ап + Ьп

III. Собственные значения, приведение матриц

3.40. Дана квадратная матрица А порядка п с элементами-, 
из поля К ; характеристический многочлен матрицы А обозна­
чается через Р, и предполагается, что Р(0) отличен от нуля.



Показать, что А имеет обратную матрицу Л-1 и что харак­
теристический многочлен R матрицы А~х имеет вид

Можно, например, исследовать определитель матрицы 
А (Л~‘ — XI) или, если К — подгруппа группы С, воспользо­
ваться треугольной матрицей В, подобной А.

3.41. В кольце квадратных матриц п-го порядка с эле­
ментами из поля К комплексных чисел рассматривается мно­
жество Е таких матриц А =  (ац), что сумма 2  а-ц членов од­
ного столбца равна некоторому числу s (Л), не зависящему от /.

1. Показать, что для того, чтобы А принадлежала Е, необ­
ходимо и достаточно, чтобы

где через V обозначена матрица из одной строки (1, 1, . . . .  1).
2. Показать, что Е есть подкольцо кольца и что если 

матрица А из Е обратима, то матрица Л-1 принадлежит Е.
3. Показать, что s (Л) есть собственное значение мат­

рицы Л.
4. Показать, что если Л состоит из действительных положи­

тельных чисел, то собственные значения матрицы Л имеют мо­
дуль, меньший или равный s (Л).

3.42. 1. Найти собственные значения и собственные векторы 
матрицы

2. Найти такую обратимую матрицу Т, чтобы матрица 
Т~ХАТ  была диагональной.

Вычислить матрицу Г-1 и проверить вычисления, сосчитав 
произведение Т~1АТ.

3.43. Найти собственные значения и собственные векторы 
матрицы

Найти такую матрицу Т и обратную ей Т~1, чтобы Т~1АТ  
была диагональной матрицей D, и выписать матрицу D.

3.44. Рассматриваемые матрицы принадлежат кольцу si* 
квадратных матриц п-го порядка с комплексными членами.

Известно, что если отнести любой матрице AI линейное ото­
бражение М пространства Сп в Сп, имеющее матрицу N1 отно­

ѴА =  ХѴ,



сительно канонического базиса пространства Сп, то тем самым 
будет определен изоморфизм ф кольца s4- на кольцо линейных 
отображений Сп в себя.

Обозначим через А заданную матрицу, у которой все нули 
характеристического многочлена f различны.

1. Показать, что если V — собственный вектор матрицы А, 
то V принадлежит ядру отображения /(А), и показать, что

2. Показать, что для того, чтобы А и В были перестано­
вочны, т. е. чтобы AB =  ВА, необходимо и достаточно, чтобы 
собственные векторы матрицы А были собственными векторами 
матрицы В.

3. Показать, что если матрица В перестановочна с матрицей 
А, то найдется такой многочлен g степени, строго меньшей п, 
с комплексными коэффициентами, что В — g (А).

4. Показать, что для того, чтобы матрица В была обратима, 
необходимо и достаточно, чтобы многочлены f u g  были вза­
имно просты.

3.45. Предположим, что квадратная матрица А 2-го порядка 
с комплексными членами имеет двойное собственное значение 
%. Показать, что найдется матрица В, подобная матрице А 
(т. е. В =  Т~1АТ),  равная одной из двух матриц

Вычислить Вп.
3.46. 1. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы

2. Найти такой базис, чтобы матрица В, преобразованная 
из А, была треугольной, и выписать матрицу В.

3. Показать, что среди всех базисов, удовлетворяющих усло­
виям п. 2, найдется хотя бы один, для которого матрица В, пре­
образованная из А, имеет вне главной диагонали только один 
ненулевой член, и притом равный 1. Вычислить соответствую­
щую матрицу В о-

4. Вычислить В"; указать способ, которым можно, не про­
изводя вычислений, получить Ап.

3.47. Определим квадратную матрицу А порядка п, задав 
ее элементы ац  (і — номер строки, а / — номер столбца) сле­
дующим образом:

ар>р_і =1,  а p,n =  àp~u atj — 0, если і — j=A=\ и j=£n.

f(A) =  0.



(öp-i — заданные комплексные числа); таким образом,
0 0 0 . . . 0 «0
1 0 0 . . . 0 й,

0 1 0 . . . 0 а2

0 0 0 . . . 1 ап- 1
Через А обозначим линейное отображение С" в себя, соот­

ветствующее А,  а через / — многочлен, заданный формулой
f(t) =  tn — an_ltn- 1 — an- 2tn- 2— . . .  — щ.

1. Найти векторы Л(е,) и векторы Л‘(еі) для 1 ^  і ^  п. По­
казать, что f(Ä) переводит в 0 все векторы еи и доказать, что 
f (A)  равно нулю. (Векторы е,- составляют канонический базис 
пространства С1.)

2. Показать, что множество Ж  матриц М, представимых в 
виде М =  р(А),  где р — многочлен с комплексными коэффициен­
тами, является кольцом.

Доказать, что множество У  многочленов р, имеющих нуле­
вую матрицу р(А),  есть идеал кольца многочленов и что этот 
идеал содержит многочлен степени п.

3. Показать, что характеристический многочлен матрицы А 
есть (—1)"/.

4. Показать, что для того, чтобы матрица р(А)  была обра­
тима, необходимо и достаточно, чтобы многочлены р и / были 
взаимно просты.

IV. Евклидовы пространства; квадратичные формы

3.48. В я-мерном векторном пространстве определителем и з / 
п векторов относительно заданного базиса называется опреде­
литель из координат этих векторов.

1. Показать, что при изменении базиса определитель из п 
векторов умножается на множитель, не зависящий от рассмат­
риваемых векторов.

2. Показать, что в евклидовом пространстве абсолютное зна­
чение определителя из п векторов относительно ортонормиро- 
ванного базиса не зависит от рассматриваемого базиса.

Показать, выбрав конкретный ортонормированный базис, 
что абсолютное значение определителя из п векторов меньше 
или равно произведению длин этих векторов.

3.49. В я-мерном евклидовом пространстве рассмотрим р 
векторов Ѵи Ѵр, где р <; п. Каждому элементу X = , 
=  (х\, . . . .  Хр) из R p поставим в соответствие число

il <=и I



Показать, что для того, чтобы форма со(А') была положи­
тельно определенной, необходимо и достаточно, чтобы векторы 
Ѵі были линейно независимы.

С помощью этого результата доказать, что для независи­
мости векторов Ѵі необходимо и достаточно, чтобы определи­
тель D матрицы A = { V i - V j )  был отличен от нуля. (Элемент 
і-й строки и /-го столбца матрицы А равен внутреннему про­
изведению Vi-Vj.)

Показать, что если D не равен нулю, то он строго поло­
жителен.

3.50. Обозначим через g симметрическую билинейную форму, 
определенную на Rn y , R n, и предположим, что g ( x , x ) ^ 0  для 
любого вектора х, включая нулевой (эта квадратичная форма 
не будет определенной).

1. Показать, что
[g (х, y ) î  <  g (*, х) g (у, у).

2. Для того чтобы g была невырожденной (т. е. чтобы ли­
нейная форма на Rn вида у —*g(x, у ) , где х фиксировано, обра­
щалась в нуль только для нулевого х), необходимо и доста­
точно, чтобы квадратичная форма g(x,x)  была определенной.

3. Если g вырождена, то элементы х, обращающие g(x,x)  
в нуль, образуют векторное подпространство пространства R".

4. Если g — невырожденная форма, то линейные отображе­
ния а  пространства Rn в R", оставляющие инвариантной g ( x , y ) 
(т. е. такие, что g {ах, ау) =  g{x, у)) ,  образуют группу G, опе­
рацией в которой служит композиция отображений.

3.51. Во второй части этой задачи предполагается известной 
теория определенного интеграла.

П е р в а я  ч а с т ь .  Рассмотрим евклидово пространство Е и 
его векторное подпространство F, причем оба эти пространства 
не обязательно конечномерны.

1. Дан вектор x œ E .  Исследуя расстояние от х до вектора 
лгэ +  Аг/, показать, что для того, чтобы вектор X o ^ F  был одним 
из векторов подпространства F, расстояние которых до вектора 
X минимально, необходимо и достаточно, чтобы вектор х  — дг0 
был ортогонален всем векторам из F.

Показать, что в F не могут существовать два вектора, рас­
стояние которых до X  было бы минимальным.

2. Показать, что если F конечномерно, то в F действительно 
существует вектор Хо, расстояние которого до х минимально.

В т о р а я  ч а с т ь .  1. Показать, что в векторном простран­
стве над R непрерывных (функций) отображений интервала 
[0,2я] в R внутреннее произведение может быть определено 
формулой

2л

X ■ у =  J X (/) у {£) dt. 
о



Найти норму, соответствующую этому внутреннему произве­
дению.

Полученное таким путем бесконечномерное евклидово про­
странство обозначим через Е.

2. Показать, что в Е функции 1, cos kt, sin Ai (k и ft— лю­
бые натуральные числа) попарно ортогональны.

3. Возьмем в качестве F векторное пространство тригономет­
рических полиномов n-го порядка (т. е. множество линейных 
комбинаций функций 1, cos kt, sin At, где k п и А ^  п). Найти 
полином Хо, расстояние которого до заданной функции х было 
бы минимально.

3.52. Эта задача предполагает известной теорию определен­
ного интеграла.

Е — векторное пространство над R многочленов степени, 
меньшей или равной п, с действительными коэффициентами; 
внутреннее произведение двух многочленов Р и Q определяется 
формулой

1. Убедиться в том, что Е — п +  1-мерное евклидово про­
странство.

Показать, что существуют элементы Up, составляющие ор­
тонормированный базис, причем такие, что степень многочлена 
Up равна точно р (можно применить процесс ортогонализации 
Шмидта). Показать, что все такие базисы получаются из од­
ного из них заменой Up на гри р, где ер =  Ягі.

2. Вычислить Uо, Uи Е)г.
3. Показать, что многочлены Up, с точностью до знака, ха­

рактеризуются тремя свойствами:

где ир — постоянная, и вычислить |ир | (можно применить р 
раз формулу интегрирования по частям, см. Пизо и Заманский, 
Анализ, гл. IV, 3-й раздел, § 4).

4. Показать, что нули многочлена Ѵр действительны, раз­
личны между собой и принадлежат интервалу ]—1, 1[.

3.53. Обозначим через <р и ф две симметрические билиней­
ные формы, определенные на R n X ,R n, а через со и £2 — соот­
ветствующие квадратичные формы; предположим, что квадра­
тичная форма со — положительно определенная.

deg и р =  р, | | f / p | |= l ,

Up ортогонален любому многочлену степени < р .  
Доказать формулу



1. Показать, что

Ф ( * . у ) = а ( * + ! , ) 7 " (* - ‘, ) . ч ф , У) = - а- (* + » > 7 а ( ' - » > .

2. Показать, что в Rn найдется базис, относительно кото­
рого обе квадратичные формы © и Q приводятся к сумме квад­
ратов. Можно использовать тот факт, что ю — положительно 
определенная форма, чтобы свести задачу к приведению только 
одной квадратичной формы в ортонормированных базисах.

3. Воспользоваться полученными в п. 2 приведенными фор­
мами для нахождения значений X, при которых билинейная 
форма ф — Àcp является вырожденной (т. е. чтобы существовали 
такие ненулевые векторы у, что ф (х,у) — Яф(х,у ) — 0 при лю­
бом х), и показать, что эти числа являются корнями уравнения

det (В -  ХА) =  О,
где А и В — матрицы форм ф и ф относительно произвольного 
базиса пространства Rn.

Наконец, доказать, что если все корни этого уравнения раз­
личны, то базис, определенный в п. 2, может быть найден и не­
посредственно.

4. Показать, что результат п. 2 не выполняется, если ника­
кая из двух форм и и Q не является определенной. Например* 
рассмотреть в R2

и (ж) — х, — х\, Q (х) =  2х,х2,

где X] и х2 — координаты вектора х.
3.54. Рассмотрим линейное отображение Ä евклидова «-мер­

ного пространства Е в себя и обозначим через А его матрицу 
относительно заданного базиса пространства Е.

Показать, что для того, чтобы образы п независимых век­
торов ыь «г, • • •. «п при отображении Ä были попарно ортого­
нальны, необходимо и достаточно, чтобы относительно базиса 
щ, . . . , и п квадратичная форма

х-+\\ Ä  (х) |р
имела канонический вид (суммы квадратов).

Вывести отсюда, что существует по крайней мере одна си­
стема п единичных попарно ортогональных векторов мь м2,
. . . ,  образы которых при отображении Ä попарно ортого­
нальны.

3.55. Рассмотрим векторное пространство Сп и симметриче­
скую билинейную форму ср, определенную на Сп X  Сп\ напо­
мним, что для определения ф достотачно задать соответствую­
щую ф квадратичную форму ©.

1. Показать, что множество Е векторов у, удовлетворяю­
щих равенству ф(х,у) — 0 при любом х, образует векторное 
подпространство пространства С".

4  Г,. Л е ф о р 9 7
\



2. Предположим, что форма ю выражается в виде

œ (*) =  2  /; (х), (а)
і= і

где U — независимые линейные формы.
Найти соответствующее выражение для ф(х,у) и показать,' 

что число р форм U равно п — dim Е. Вывести отсюда, что число 
р не зависит от рассматриваемого представления.

3. Показать индукцией по п, что квадратичная форма со 
всегда может быть представлена в виде суммы квадратов неза­
висимых форм, т. е. в виде (а).

3.56. Рассмотрим квадратичную форму со на Rn. Исследо­
вание, аналогичное проведенному в задаче 3.55, позволяет до­
казать следующие два результата, которые мы здесь прини­
маем:

а) существуют такие независимые формы /„ что
О

© (*) — 2  (х), где е,- =  +  1;
і= і

б) число р форм fi — одно и то же для всех представлений 
со предыдущего вида.

Доказать, что для двух представлений этого типа число ко­
эффициентов в,-, равных 1, совпадает (а значит, совпадает и 
число коэффициентов равных —1). Для этого можно запи­
сать равенство двух сумм квадратов форм и исследовать раз­
мерность векторного пространства нулей этих двух сумм.

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

3.01. 1. R4 есть 4-мерное векторное пространство. Для того 
чтобы векторы в числе, равном размерности пространства 
(здесь 4 вектора), составляли базис пространства, достаточно, 
чтобы выполнялось одно из следующих двух предложений:

векторы независимы,
векторы порождают пространство.
Мы докажем второе свойство, для чего покажем, что век­

торы ей е2, е3, е4 канонического базиса пространства R 4 яв­
ляются линейными комбинациями векторов хи х2, х3, х4.

Определение векторов еи е2, е3, е4 и правила вычисления для 
элементов векторного пространства позволяют записать

Х\ — ех +  е2 +  2е3 +  е4, 
х2 е\ ѳ2 -f- e4t
х3 =  — +  е4,
х4 =  ві -f- 2е2 -J- 2е3



или, что то же самое,
2*1 =  Х\ -f- х 2 —  2  (е 3 +  е 4) ,

2е2 =  ЛГ! — ЛГ2 — 2е3, 
х3 =  — е3 +  е4, 
х4 =  ві +  2е2 +  2е3.

Заменяя в\ и е2 их выражениями, получаемыми из двух пер­
вых уравнений системы (2), находим

хз — — ез +  *4>
, Зхі — х2х4 =  — е3- е 4-\----Lg—2-,

чем доказано, что векторы е3 и е4 являются линейными комби­
нациями векторов хи х2, х3 и х4, а значит, векторы е\ и е2 — 
тоже, как показывают два первых уравнения системы (2).

2. Легко видеть, что
, х 3 +  X, Зх,

Х\ — *з — * і 4X —  <?, +  е2 +  е3 +  е4 ■■ ■ Х2
2 4

___  Х і +  х 2 +  2лг3 +  2x4
4

Отсюда получаем координаты: 1/4, 1/4, 1/2, 1/2.
З а м е ч а н и я .  1) Проверка производится путем определе­

ния координат вектора х в каноническом базисе, исходя из его 
выражения относительно базиса х и х2, х3, х4.

2) Независимость векторов х и х2, х3, х4 можно установить, 
доказав, что уравнение

А|Х| -(- Я2х2 -f- Х3х3 +  Я4х4 =  О
не имеет других решений, кроме =  Х2 =  À3 =  Я4 =  0. Но этот 
способ не упрощает вычисления координат вектора х относи­
тельно нового базиса по сравнению с тем способом, который 
мы применили.

3.02. 1. Векторы и, и, w, как линейные комбинации векторов 
а, Ь, с, принадлежат векторному подпространству F, порож­
денному векторами а, Ь, с, и стало быть, векторное подпро­
странство G, порожденное векторами и, v, w, вложено в F 
(любая линейная комбинация векторов и, v, w является линей­
ной комбинацией векторов а, Ь, с).

С другой стороны,
и -f- v -f- w =  2 (ц -j- b -f- c),

___  и +  v  +  w  a +  w  —  и

и +  о +  w
2

U - j -  V +  w

— 1>

wr­

it +  W — O
2

U -F O — w



Векторы а, b, с являются линейными комбинациями векторов 
и, V,  w, т. е. подпространство F вложено в G; но

Fez  G и GcF=$>F =  G.
2. Векторы а, Ь, с независимы в том и только в том случае, 

если dimF =  3, и, точно так же, векторы и, v, w независимы 
в том и только в том случае, если dim G =  3. Но мы видели, 
что F я G совпадают, и значит,
а, Ъ, с независимы 4Ф dim F =  dim G =  3#фы, v, w независимы.

З а м е ч а н и е .  Предыдущий результат справедлив для про­
извольного векторного пространства Е над полем R или Q. Од­
нако он верен не всегда, а именно, он не имеет места, если 
тело К коэффициентов таково, что 1 -f- 1 =  0 (например, если 
К есть поле целых чисел по mod 2) ; ясно, что тогда векторы и, 
v, w линейно зависимы, поскольку и +  v -f- w =  0.

3.03. Функции fn независимы, если коэффициенты любой ли­
нейной комбинации функций равной нейтральному элементу 
векторного пространства, равны нулю.

Важно отметить, что линейная комбинация элементов век­
торного пространства есть линейная комбинация конечного 
числа из них. Стало быть, если мы обозначим через N макси­
мальный индекс тех функций которые фигурируют в рас­
сматриваемой линейной комбинации, то можем записать эту 
комбинацию в такой форме:

N

2  K L-1
Приравняем линейную комбинацию функций /„ нейтраль­

ному элементу ѵ пространства, т. е. нулевой функции:
N N

2  Kfn  — ѵ или 2  К  sin" t — 0, V/.1 1
Чтобы показать, что это условие влечет равенство нулю всех 

Хп, можно рассуждать несколькими способами.
N

1) Многочлен 2  hntin обращается в нуль для всех чисел и,
1

заключенных между —1 и 1; он имеет бесконечно много нулей; 
значит, это нулевой многочлен, и все %п равны нулю.

2) Предположим, что не все Хп равны нулю, и обозначим 
через %h ненулевой коэффициент с наименьшим индексом, что 
позволяет записать исходное условие в виде

sinft t (Xft -f- Xfr+i sin t -f- . . .  +  XN sinN~ht) =  0.
Но I sin / | ^ |  s in^1 1 при любом целом К  >  0, и значит,

| Яд+і sin / -f- . . .  +  А»дг sin^-A 11 ^  I sin 11 (I Яй+і I +  . . .
|ЯЛ+  . . .  -f- XN sinN~ht | ^ [  %h I — I sin /1(| Лд+1 | +  . . .  +  I A-jv-л D*



Стало быть, если значение | sin |̂ достаточно мало, сомно­
житель

. . .  -f- Xff sin^- * t

отличен от нуля, равно как и сомножитель sinh t, и следова­
тельно, исходное равенство не выполняется.

3.04. 1. Подмножество пространства Е является векторным
подпространством, если линейная комбинация двух элементов 
этого множества будет снова элементом того же множества. 
Возьмем элементы z и z' из A -f- В; они имеют вид

z — x +  y ( х е  Л, у е  В),
z '  =  x' +  y '  ( х 'е Л ,  у'  е  В).

Если X и X' — два числа из К, то
Xz -j- X'z'  =  (Хх -I- Х'х') -f- {Ху -(- Х'у').

Элемент Хх + Х'х' принадлежит подпространству А, а Ху +  Х'у' 
есть элемент подпространства В; следовательно, Xz +  X'z' есть 
элемент множества А В.

2. Допустим, что А П В сводится к 0, и пусть для элемента z 
имеем z =  х +  у =  х' +  у', где х е  Л, х 'е Л ,  у е  В, у' е  В. 
Отсюда X — х ' — у' — у, где х — х 'е Л ,  у’ — у е  В; вектор 
X — х ' =  у'  — у принадлежит А Л В, и стало быть, равен нулю. 
Таким образом, представление z =  х  +  У единственно; в этом 
случае говорят, что А +  В есть прямая сумма подпространств 
А и В.

Пусть аи . . . .  ап и bt, . . . .  bm — базисы в А и В. Тогда, 
если z — элемент из А +  В, то

п т
2 = X + у =  2  аійі + 2  fabi.

1 t

Коэффициенты at и ßf единственны, ибо в противном случае 
имелось бы два представления z — х +  у — х' +  у'. Но это 
означает, что векторы аи . . . .  а„, Ьи . . . ,  Ьт составляют базис 
пространства А +  В (векторы е,- образуют базис векторного 
пространства, если любой элемент пространства может быть 
записан, и притом единственным способом, в виде линейной 
комбинации векторов е*).

Пусть А Г) В не сводится к 0; рассмотрим подпространство 
А', дополнительное к А Л В до А {А есть прямая сумма А П В 
и А'). Имеем

х е  Л =#■ х — м +  х', где и е  А Г) В, х'  е  А', *
у<=В=$х + У  =  х ' +  (и + у ) ,

где ï ' e / 1 ' ,



Следовательно, подпространство А В  содержится в Л '- f  ß; 
а так как оно, очевидно, содержит А' А-В,  то оба пространства 
совпадают.

Сумма А'  +  В, является прямой суммой, ибо
у  е= А'  f] ß  # е= А[)В=$у  е= А'  (1 (Л 0 ß) =# !/ =  0.

А тогда, как мы видели,
dim А +  В — dim А'  +  dim В =  (dim А — dim A f) В) +  dim В

(размерность А'  получаем, исходя из того, что А есть прямая 
сумма подпространств А'  и А Г) В).

3.05. 1. Убедимся в том, что
x œ £  и у  œ  £=фЛ.ѵ +  НУ œ  Е.

Коэффициенты функции х обозначим через ah, a функ­
ции у — через ah, ßh- Имеем
(кх +  цу) (t) == кх (t) +  НУ (0 =

=  к ĵ a0 +  (а& cos kt +  bk sin kt)\ +

+  P Uo +  2  (ctfe cos kt +  ßA sin kt)
L fe=i

П
=  (ka0 +  pcto) +  S  {(kak +  paA) cos kt +  (kbk +  pß*) sin kt},

k=i ,
и функция кх -f' нУ принадлежит Е.

2. При т — 0 утверждение очевидно, так как в этом случае 
x(t) =  a0. Допустим, что оно верно для £ m_1; обозначим через 
ан и bh коэффициенты элемента х из Ет, являющегося нулевой 
функцией. Функция х  бесконечно дифференцируема и ее произ­
водные равны нулю; следовательно, х"  +  т2х будет тоже ну­
левой функцией; но

т— 1

(х" +  т2х) (t) =  т2ап +  2  {т2 — k2) (ak cos kt +  bk sin kt)
k=i

(выбранная линейная комбинация обращает в нуль коэффи­
циенты при cos int и sin mt). Функция х" +  т2х является нуле­
вой функцией, кроме того, это элемент из £ т _ь поэтому, в силу 
предположения, все ее коэффициенты — нули.

Следовательно,
X (t) — ат cos mt +  bm sin mt.

Задавая t значения 0 и я /2т , получаем ат — Ьт — 0.
3. Полученный сейчас результат показывает, что в Е функ­

ции t - * \ ,  t —*coskt, t —*s\nkt  независимы (если линейная 
комбинация этих функций есть нулевая функция, то коэффи­
циенты этой линейной комбинации равны нулю). Эти функции,



по определению пространства Е, его порождают; стало быть, 
они составляют базис этого пространства, и размерность Е 
равна 2п -+- 1.

4. Пусть агі и х2— два элемента из Е, а Xt и Х2 — два дей­
ствительных числа; для любого значения t
[и (Я|%і -f- ^2*2)] ( t)  — {Х\Х\ -f- Х2х2) (t  -f- я/4) —

=  к м  (t -f  я/4) +  X2x2 (t +  я/4) =  Л, [и (,V|)] ( t )  +  X2 [u (x2)] (t)  —
— [k\U (л:,) +  X2u (x2)](t),

t. e.
и (À|X| +  X2x2) =  Xyi (X|) -f X2u (x2).

Отображение и линейно.
Индукцией по целым р легко показать, что

[ир {х)\ (0 =  x ( t  +  ря/4),
откуда

[и8 (л:)] (0 =  -т (/ +  2я) == л: {t),
т. е. отображение и8 тождественно.

Если X  — элемент ядра отображения и, го
« (jc) =  0 =#> и7 [и {х)] — и8х =  X — О,

т. е. ядро отображения и сводится к элементу 0.
Очевидно, и — отображение пространства Е в себя. Пока­

жем, что и{Е) =  Е\ для этого достаточно установить, что и — 
биективное отображение.

Для любого линейного отображения / конечномерного про­
странства X в конечномерное пространство У сумма размер­
ности ядра и размерности образа f(X) совпадает с размерно­
стью пространства X. В нашем случае размерность ядра равна 
нулю, поэтому dim и(Е) — dim Е, т. е. отображение и биек­
тивно.

Можно было бы также заметить, что отображение и имеет 
обратное отображение ѵ, определенное формулой

[ѵ (х)] (f) =  x(t  — я/4),
что влечет биективность«.

3.06. 1. Известно, что R есть абелева группа по сложению и 
что произведение действительного числа х на рациональное 
число (и вообще, произведение двух действительных чисел) 
удовлетворяет соотношениям

X {х +  у) =  Хх +  Ху, (X +  ц) X =  Хх +  рх,
X (цл :) =  ( fy i)  X,  lx =  X.

2. Пусть X и ц — рациональные числа, а х и у принадле­
жат Е, т. е.

х =  А(іо, Ѳ), у — В {аз, Ѳ),



где А и В — многочлены с рациональными коэффициентами. 
Тогда

Хх +  \іу =  ХА (<о, Ѳ) +  pß  (со, Ѳ) =  (ХА +  pß) (со, Ѳ);
Хх +  рг/ есть многочлен от со и Ѳ с рациональными коэффи­
циентами и, следовательно, это есть число из Е.

3. Индукцией по целым р убеждаемся, что любая степень 
со» числа со с показателем р ^  п является линейной комбина­
цией с рациональными коэффициентами чисел 1, со, . . . ,  со™-1; 
точно так же, если q ^  т, то любая степень Ѳ9 есть линейная 
рациональная комбинация чисел 1, Ѳ, . . . ,  Ѳт_1. Стало быть, 
всякое произведение сорѲ9 есть линейная комбинация с рацио­
нальными коэффициентами произведений соЛ0й, где 0 ^  h ^

— 1, 0 k т — 1; этот результат, очевидно, верен для 
любого многочлена от со и Ѳ с рациональными коэффициен­
тами.

Предыдущий результат можно истолковать так, что эле­
менты о)'1Ѳ'1 (с 1 и — 1) порождают под­
пространство Е, которое, таким образом, имеет конечную раз­
мерность, и число порождающих элемектов не превышает пт.

4. Степени (со +  Ѳ)г числа со +  Ѳ являются элементами из ß ; 
среди них найдется не более пт независимых. Следовательно, 
между пт +  1 элементами (со -f- Ѳ)0 =  1, (о +  Ѳ, (со -f- Ѳ)2, . . .  
. . . ,  (cö +  6 )nm существует линейная зависимость, т. е. равна 
нулю некоторая линейная комбинация этих элементов с рацио­
нальными коэффициентами, из которых не все равны нулю; 
или, то же самое, м +  Ѳ служит корнем алгебраического урав­
нения степени, не превышающей пт, с рациональными коэффи­
циентами.

3.07. 1. Пусть {ип} и {уп} — две последовательности из 9*, 
а X — комплексное число. Тогда

ип — a\Un-\ +  ••• +  akun- k,
Vп ==: +  • • • Q-kVn-k>

откуда

ип — ѵп =  а, +  . . .  +  а* («„-* — »„_*),
Хип =  а{ (Хип- х) +  . . .  ah (Xun-k)-

Следовательно, последовательности {ип — у„} и {Хип} при­
надлежат Е?. Но, по определению,

{Цп == {Рг  ̂ и {Хип} =  X {utі};
таким образом, если {м„} и {ѵп} — последовательности из ЕР, то 
{ип} — {wn} и X {ип} тоже принадлежат ЕР\ значит, ЕР есть вектор­
ное подпространство векторного пространства над С последо­
вательностей с комплексными коэффициентами (см. п. 2 из 
введения к первому разделу).



2. Если заданы числа и0, щ, . . . ,  uk_ь то рекуррентное со­
отношение позволяет единственным образом найти все члены 
последовательности. Значит, существует последовательность, у 
которой члены с номером п <  k имеют любые заданные значе­
ния, и такая последовательность единственна; две последова­
тельности, у которых члены с номерами п <  k попарно равны, 
совпадают.

Определим k последовательностей {е^}, где индекс h при­
нимает значения 0, 1, . . . ,  k — 1, задав первые k членов сле­
дующим образом:

Эти k последовательностей независимы; действительно, обра­
зуем последовательность

Если h <С k, то h-й член этой последовательности равен Хд; со­
гласно определению, если эта последовательность нулевая, то 
все ее члены равны нулю, т. е. все Кн равны нулю; а это и 
есть определение независимых элементов в векторном про­
странстве.

Пусть теперь {«„} — произвольная последовательность из 9̂ ; 
отнесем ей последовательность {о„} вида

Очевидно, что если п <  k, то член ѵп равен ы„; стало быть, 
последовательности {ип} и {ц„} совпадают.

Любая последовательность из является линейной комби­
нацией независимых последовательностей следовательно,
последовательности образуют базис пространства 9*, и его раз­
мерность равна числу k этих последовательностей.

3.08. 1. Если многочлен и3— 2 делится на а +  bu +  си2, то 
частное есть многочлен первой степени с рациональными коэф­
фициентами. Нуль этого многочлена рационален и является так­
же нулем многочлена и3 — 2; но это невозможно, поскольку 
единственный действительный нуль многочлена и3 — 2 равен 
V  2, и значит, не является рациональным.

Если н. о. д. многочленов и3 — 2 и а -{-bu-f- си2 имеет сте­
пень 1, то нуль Хо этого многочлена будет нулем и многочлена 
и3 — 2. Но мы знаем, что коэффициенты н. о. д. двух многочленов 
принадлежат телу коэффициентов этих многочленов, в данном 
случае — полю рациональных чисел; тогда Хо рационально, а

еп] ~  если п <  6 и п ф  h,



и3 — 2, как мы видели, не может иметь рациональных нулей. 
Следовательно, многочлены и3— 2 и а + bu +  си2 не могут иметь 
общего делителя.

2. Разность двух чисел из Е, очевидно, будет числом из Е. 
Произведение двух чисел из Е, в силу дистрибутивности умно­
жения относительно сложения, является линейной комби­
нацией с рациональными коэффициентами чисел ]/2 , и их 
произведений

Ÿ 2 Ÿ 2  =  f X  f  2^4 =  2, Ÿ 4 Ÿ 4  =  2Ÿ2.

И следовательно, произведение двух чисел из Е снова будет 
числом из Е. Но это означает, что Е — подкольцо кольца дей­
ствительных чисел (см. п. 2 введения к первому разделу).

Многочлены и3— 2 и а +  bu +  си2 взаимно просты; следо­
вательно (теорема Безу), существуют единственные много­
члены U и V, удовлетворяющие условиям

U (и) (и3 — 2) +  V (и) (а +  bu +  си2) =  1, 
deg U <  2, deg V <  3.

Коэффициенты этих многочленов, как и многочленов и3 — 2 и 
а, -)- bu -j- си2, рациональны. Задавая и значение V 2, получаем

F { t 2)(а +  b Ÿ 2  +  c f l ) =  1.

Обратный элемент для а - \ ~ ь Ѵ 2 - \ - с Ѵ 4  есть 

V (Ÿ 2)  =  a' +  b' Ÿ 2  +  с Ÿ 4

(многочлен V имеет степень, не превосходящую 2, а его коэф­
фициенты а', Ь', с' рациональны). Таким образом, обратный 
ненулевого элемента из Е принадлежит Е, и стало быть, коль­
цо Е является телом.

3. Мы уже знаем, что Е — абелева группа по сложению; 
в силу свойств умножения действительных чисел произведение 
числа из Е на рациональное число удовлетворяет аксиомам 
внешнего умножения в векторных пространствах; следователь­
но, Е — векторное пространство над Q.

Пространство Е порождается элементами 1, у 2, у 4 (лю­
бой элемент из Е является линейной комбинацией с рациональ­
ными коэффициентами этих трех элементов); чтобы показать, 
что они составляют базис пространства Е, необходимо пока­
зать, что они независимы. Допустим, что найдутся такие ненуле­
вые рациональные числа р, q, г, что

р +  q V  2 +  г V 4  — 0.



Тогда многочлены и3— 2 и р +  qti +  ru2 имеют общий нуль 
У 2 и не будут взаимно простыми, а это, согласно п. 1, не­
возможно.

3.09. 1. Известно, что многочлены с комплексными коэффи­
циентами образуют векторное пространство Е над С.

Разность двух многочленов степени меньше или равной п 
есть многочлен степени меньше или равной п, произведение 
многочлена степени на комплексное число снова дает мно­
гочлен степени ^  п. Следовательно, Еп+І — векторное подпро­
странство пространства Е.

Многочлены 1, X, . . . ,  хп независимы и порождают подпро­
странство Еп+ь они составляют базис пространства £„+ь раз­
мерность которого, таким образом, равна /г +  1.

2. Покажем индукцией по k , что xh есть линейная комби­
нация Многочленов Л0, Л,.........A h. Для k =  0 это очевидно,
поскольку А0 — не равная нулю постоянная (многочлен 0 не 
есть многочлен нулевой степени). Допустим, что утверждение 
доказано для k ^  р — 1. По условию,

Ар =  архр +  Ар,

где ар Ф  0 и d e g / lp < p — 1. Многочлен А р, как линейная ком­
бинация многочленов хк с показателем k ^  р — 1, является ли­
нейной комбинацией многочленов Лй с индексом k ^  р — 1, ибо, 
в силу предположения, это имеет место для хк\

р - i

Лр =  Ik Л * ф х р =  — лг
4 = 0

р -1

2  »,
4= 0

i4>

т. e. xp есть линейная комбинация многочленов Ak ( k ^ p ) ,  и 
свойство доказано.

Многочлены Л0, Л і, . . . ,  А„ порождают Еп+ь ибо любой 
многочлен Р из Е п+и будучи линейной комбинацией многочле­
нов 1, X, . . . .  хп, является и линейной комбинацией многочле­
нов Л о, Ль . . . ,  Л„. Размерность порождаемого пространства 
равна максимальному числу линейно независимых элементов во 
множестве Л0, . . . .  А„, а поскольку размерность пространства 
£„+і равна л + 1 ,  то многочлены А р независимы и образуют 
базис этого пространства.

3. FB есть векторное подпространство пространства Еп+й 
в самом деле,

P — BQ и Р'  =  BQ' Ф Р  -  Р' =  В (Q -  Q'),
Q =  BQ=^KP =  В (ÀQ).

Многочлены В, Вх, . . . ,  Вхп~к, очевидно, независимы, и лю­
бое кратное BQ многочлена В степени меньше или равной п 
будет линейной комбинацией этих многочленов, ибо Q есть



линейная комбинация многочленов 1, х, . . . ,  xn~h. Стало быть, 
они образуют базис пространства FB; размерность FB равна 
п — k +  1.

Разделив многочлен P Œ Еп+І на В, получаем

Р =  BQ +  R, где deg R <  deg В,

причем многочлены Q и R единственны. Иначе говоря, любой 
многочлен из Е п+1 представим в виде суммы многочлена из F3 
и многочлена степени меньше или равной k — 1, и это пред­
ставление единственно. В этом случае говорят (Пизо и Заман- 
ский, Алгебра, гл. VII, 2-й раздел, § 3), что векторные подпро­
странства FB и G/, взаимно дополнительны.

Согласно предыдущему исследованию, если В есть произ­
вольный многочлен степени точно k, то множество FB много­
членов, кратных многочлену В, есть векторное подпространство, 
дополнительное к Gk\ а поскольку два подпространства Fв и 
FB■ совпадают лишь в случае пропорциональности В и В', то 
тем самым определяется бесконечное множество пространств, 
дополнительных к Gu.

Возьмем в качестве F\ векторное подпространство многочле­
нов, кратных многочлену х + І ,  а в качестве F2— подпростран­
ство многочленов, кратных многочлену х. Многочлен (jc-f-l)— х, 
т. е. многочлен 1, составляет разность двух элементов из 
Fi U F2, но он не принадлежит ни Fu ни F2, а значит, не при­
надлежит и F ,U  F2. Множество Fx U F2 не будет векторным 
подпространством.

ЗЛО. 1. Многочлены Uh удовлетворяют условия^, наложен­
ным на многочлены А р в п. 2 задачи 3.09, и следовательно, они 
образуют базис пространства Е„+х.

2. Многочлены xh образуют базис пространства Е„+і; если 
Р — произвольный многочлен из En+if то существует единствен­
ная система таких коэффициентов au, что

П
Р — 2  акхк.k—0

Требуется, чтобы ф было линейным отображением, поэтому

Ф (Р) =  ф акхк) =  2  акф (хк) — Ѣ  аки к,
V о /  о о

чем доказана единственность функции ф.
Обратно, отображение ф, ставящее многочлену Р в соответ­

ствие многочлен 2

2  ^kUk) 0



Ф (Р  +  Р ')  —  2  (a k +  a'k) U k —  2  a k P k  +  2  o W k  ~  Ф (P)  +  Ф (P ') ,0 0 0
П П

ф (hP) —  2  (^a k) Uk —  я 2  UkPk —  ф̂ (p )>о 0
чем доказано существование функции ф.

Заметим, что в доказательстве использовалось лишь един­
ственное свойство пространства Еп+и что хй образуют базис этого 
пространства.

Установим биективность <р, используя тот факт, что много­
члены Uh составляют базис пространства Е п+Х. Если Q — много­
член из Еп+и то он может быть единственным образом предста­
влен в виде

П
2  &kUh>о

и следовательно, он преобразован функцией ф из многочлена

Р =  2  а***;о
такой многочлен Р — единственный.

Иными словами, уравнение ф(Я)=С? при любом Q имеет, 
и притом единственное, решение, т. е. отображение ф биективно.

3. Очевидно, что
ô(P +  Q) =  ô(P) +  ô(Q), ô (KP) =  U(P).

Значит, Ô линейно. Имеем 
à (Uk) =  (х +  1) X . . .  (х — k +  2) —

— X (х — 1) . . .  (х — k +  2) (х — k +  1) =
=  х(х — 1) . . .  (х — k +  2) [х +  1 — (х — k +  1)] — kUk^i,

кроме случая k — 0, когда ô (t/0) =  0.
Если Р — произвольный многочлен из Еп+и то

Р =  2  рки к #  ô (Р) =  2  Pkà (uk) =  2  kpku k- x.0 0 1
Многочлены Uk независимы: стало быть, 0(Р) равно нулю 
в том и только в том случае, если kph =  0, т. е. ph =  0 для 
k — \, 2, . . . ,  п. Ядро есть подпространство постоянных много­
членов.

Образ ô (£ n+i) есть подпространство, порожденное много­
членами Uh-1, т. е. подпространство Е„ многочленов степени 
меньше или равной п — 1.

Отметим наконец, что если F — подпространство, порожден­
ное многочленами Uk с индексом k z ^ l ,  т. е. подпространство



многочленов, обращающихся в нуль при х  — 0, то сужение ô 
отображения ô на F есть биективное отображение простран­
ства F на 0(£'„-н), т. е. на Еп:

Р = ѣ  PkUk =Ф Ô (Р) =  І  Лр*£/*_„
1 1

n—1 n—I

Q =  S  (Q) =  S  i r Uk+l-
о 0

4. Если Я имеет степень т, то многочлен Q вида Q(x) =  
— Р(х-\-  1) — Р(х) имеет степень точно т — 1. Если степень R 
равна п — 1, то решения Р уравнения принадлежат, следова­
тельно, векторному пространству Еп+Х. В п. 3 данной задачи 
было доказано, что сужение ô отображения 6 на F есть би­
ективное отображение F на стало быть, существует, и при­
том только один, многочлен Р в F (т. е. обращающийся в нуль 
при л: =  0), являющийся решением уравнения.

Чтобы в рассматриваемом частном случае получить Р в яв­
ном виде, выразим R в ЕА при помощи базиса U0, Uu V% U3 и 
воспользуемся выражением, полученным в п. 3 для ô-1; имеем 
R =  X3 — 5л:2 -{- л: +  1 =  х ( х  — 1 ) (л: — 2) — 2х2 — х  +  1 =
=  х ( х — 1) (х — 2) — 2л;(л: — 1) — Зл: +  1 =  U3 — 2U2 — 3£/, +  (/0; 
отсюда

ô "1 (R) =  +  (jx =  rfc (Зх3 -  26л:2 +  39л: -  4).

5. Отображение d, как композиция трех линейных отобра­
жений, линейно. Исследуем образы элементов базиса простран­
ства Е п+1, для чего возьмем базис, составленный из много­
членов л:*; имеем

xk Uk - >  М ы  kxk~l.
Отображение d переводит каждый многочлен xh в производный 
многочлен kxh~x\ а так как дифференцирование есть линейное 
отображение, то результат распространяется на произвольный 
многочлен из Еп+й отображение d каждому многочлену 
Р е  Е„+1 сопоставляет производный многочлен.

3.11. 1. Если старшие члены (т. е. члены наибольшей сте­
пени) многочленов А и Р равны аха и hxh, то старший член 
многочлена f(P)  равен ah(k — a)xa+k~u, он отличен от нуля при 
k — а ф  0. Очевидно,

f(A) =  A A ' - A ' A  =  0.
Если Р — многочлен из Еа+ь то он представим в виде 

ХА-\ -Ри где X — некоторое число, а Р х — многочлен из Еа (это 
можно получить делением); следовательно,

/(Р) =  Ѵ М ) +  /(/>,) =  /(/>,),
н о



и f (Ea+О содержится в f(Ea). Но £ а+1 содержит Еа, и следо­
вательно, f (Ea+i) содержит f (Ea); таким образом, эти множе­
ства совпадают.

Если степень k многочлена Р не равна а, то f(P) отлично 
от нуля (член степени а  +  ß — 1 не равен нулю). Если k — a, 
то, как мы знаем, f{P) =  f (P x), и / ( Л)  не равно нулю, если Л  
не равно нулю (степень Р { отлична от а ). Таким образом, для 
того чтобы многочлен Р принадлежал ядру отображения /, не­
обходимо и достаточно, чтобы Р было пропорционально много­
члену А.

2. Ранг гп+х сужения_ f отображения f на Е п+і равен раз­
мерности пространства f (En+x)\ известно также (Пизо и За- 
манский, Алгебра, гл. VII, 3-й раздел, § 3), что

Гп+ 1 =  (Л +  1) — dim Г 1 (0).
Ядро f - 1 (0) сводится к элементу 0, если п <  ос, и содержит 

многочлены вида %А, если п ^  а; в последнем случае оно имеет 
размерность 1. Следовательно,

гп+1 — п-\- 1, если п ^ . а — 1,
гп+і =  п, если п ^ а .

3. Fp+U как пересечение двух векторных подпространств 
Ер+і и /(£ ) , является векторным подпространством простран­
ства Еѵ+1. Многочлен Q из Fp+i есть образ при отображении f 
по крайней мере одного многочлена Р, и мы всегда можем 
в качестве Р взять многочлен степени, отличной от ос, ибо если 
Q принадлежит }(Еа+1), то он принадлежит также f (Ea). При 
этих условиях

deg Q — deg / (P) =  deg P -\r a — E 
deg Q =  p deg P <  p — a +  1.

Следовательно, Fp+\ есть образ f (Ep- a+2) подпространства 
£p_ a+2 многочленов степени меньше или равной р — a  +  I.

Если р — сс -f- 1 <  0, т. е. р <. а — 1, то не существует ни 
одного многочлена Р, степень которого удовлетворяла бы по­
лученному условию; тогда Fp+l сводится к нулевому элементу 
и имеет нулевую размерность.

Если р — ос +  1 ^  0, то размерность пространства Fp+U т. е. 
пространства /(Ер.ц+г), равна рангу rp_a+2 сужения f отобра­
жения f на Ép_a+2; этот ранг был определен в п. 2; в силу 
этого результата имеем:

если — a + l ^ a  — 1, т. е. a  — 1 p s ^ 2 ( a  — 1), то
Fp+1 имеет размерность р — ос +  2;

если р — a  +  1 ^  сс, т. е. р ^  2 а — 1, то подпространство 
Fp+i имеет размерность р — ос +  Е

Если А — X2, то ос =  2; стало быть, F3 есть образ простран­
ства Е2\ многочлен Q из £ 3 имеет вид х2Р' — 2хР, где Р —



произвольный многочлен степени 1 или 0; следовательно, мно­
гочлены Q являются многочленами степени меньше или рав­
ной 2 и обращаются в нуль при х — 0.

4. Предположим, что нули многочлена А  — простые. Обозна­
чим через N /D  неприводимую дробь, производная которой 
равна Q/ А 2. Нули порядка а  многочлена D служат для про­
изводной полюсами порядка, не меньшего а + 1 ;  a так как 
полюсы дроби Q/ А 2 имеют порядок 2, то все нули многочлена D  
будут простыми, и производная

будет неприводимой дробью. Таким образом, многочлен D  бу­
дет служить делителем для А,  а Q/ А 2 будет производной дроби 
вида РІА,  откуда получаем Q —  f ( P ) .  Обратно, если Q =  
—  f ( P)  =  A P '  —  А 'Р ,  то дробь Q/ А 2 есть производная дроби 
РІА.  Следовательно, это условие необходимо и достаточно.

Дроби вида Q/x4 будут производными рациональных дро­
бей, если Q есть произвольный многочлен степени меньше или 
равной 2,

Но, как мы видели в п. 3, множество F3 многочленов, принад­
лежащих Еі и f ( E)  (где функция / определена посредством 
многочлена х2), не совпадает с пространством Е3.

Так же и в общем случае, если А  имеет кратные корни, то 
очевидно, что для Q, принадлежащего 1(E), дробь Q/ А 2 будет 
производной рациональной функции; обратное же неверно.

3.12. 1. Возьмем базис в\, . . . ,  ek ядра и_І(0); эти векторы, 
по определению, независимы и содержатся в и- | (0), поскольку 
«- І (0) содержит іН (0 ); теорема о неполном базисе (Пизо и 
Заманский, Алгебра, гл. VII, 2-й раздел, § 3) позволяет утвер­
ждать, что найдется h независимых векторов, образующих с k  
первыми базис ядра ц-1(0).

Полученные таким путем k  -f- h векторов независимы; зна­
чит, можно выбрать п — (k +  h) векторов, образующих вместе 
с ними базис пространства Е. Исследуем независимость век­
торов ѵ(ві). Так как функция ѵ линейна, то

N'D -  ND' 
D2

ах2 +  bx +  с
T*

d
dx

a b 
7  ~ ' ~2x2

и следовательно, вектор
a



принадлежит ядру отображения ѵ, а значит, является линей­
ной комбинацией векторов базиса ядра,

П k
2  ківі =  2  м fii-i=ft+1 i= 1

Векторы ві независимы, поэтому коэффициенты этого соотноше­
ния, и в частности, Kit равны нулю. Векторы ѵ(ві) независимы, 
а так как они порождают пространство ѵ(Е), тб они образуют 
базис пространства ѵ(Е).

2. Отображения и и w ° ѵ линейны; они будут совпадать 
в том случае, когда они переводят векторы базиса в одни и те 
же векторы. Значит, отображение w должно удовлетворять усло­
виям

и (et) =  (w о ѵ) (е{) =  w[v (<?,)] ( » = 1 , 2 ,  . . . ,  п),

а поскольку
i ^ k ^ e t  Œ ѵ~1 (0) er u~l (0),

то для і сС k

и (е{) =  V (ві) — w [о (et)] =  0.

Векторы ѵ(е{) с индексом i > k  образуют базис простран­
ства ѵ(Е). Любой вектор из ѵ(Е) может быть представлен, и 
притом единственным образом, в виде

2  h v  (fil). 
ft-и

Отображение W\ пространства ѵ(Е) в Е, определенное фор­
мулой

w 1 2  h v  (е{)
.ft+i

п
2  k{U (&t)>
ft-и

линейно и переводит ѵ(ві) в «(<?<) (для i ' > k  это верно по 
определению wu а для i ^ k  — потому, что эти векторы равны 
нулю).

Линейное отображение w пространства Е в Е определяется 
заданием его сужений w t и w2 на два взаимно дополнительных 
подпространства. Сужение w2 отображения w на дополнитель­
ное к ѵ(Е) подпространство может быть выбрано произвольно; 
действительно, каково бы ни было w2, отображение w удовлет­
воряет условиям

w [V (е,)] =  W{ [о (ві)] =  и (е().



3. Ядро iH (0) есть прямая А (рис. 4), перпендикулярная Р  
в точке О, а ядро и_1(0)— плоскость II, перпендикулярная D

в О, которая содержит и прямую А. Для определения w возь­
мем базис в R3, состоящий

из единичного вектора ех прямой А;
из единичного вектора е2 пересечения плоскостей Р и П; 
из единичного вектора е3 прямой D.
Имеем

и(е1)==ѵ(еі) = 0 ,
и (е2) =  0 и V (е2) =  e2=$w (е2) =  О,

и (<?3) = е 3 и V (е3) =  e3^>w (е3) =  е3.

В плоскости Р отображение w есть проекция на прямую D 
(в дополнительном к Р пространстве, состоящем из векторов, 
пропорциональных еи w произвольно).

Отсюда получаем такой результат: проекция вектора ОМ 
на прямую D, проходящую через О, будет также проекцией 
проекции вектора ОМ на плоскость Р, содержащую D (тео­
рема о трех перпендикулярах).

3.13. 1. Известно, что множество S  отображений множе­
ства Е в векторное пространство F над телом К есть векторное 
пространство над К (Пизо и Заманский, Алгебра, гл. Ill, 3-й 
раздел, § 1). Мы покажем, что S  есть векторное подпростран­
ство пространства 3~, доказав, что / — g и k f — функции из S ,  
если f a g  — функции из S .  Имеем

(f —  g) (х +  х') =  /  (х +  х') —  g (х +  х') =
— / (х) +  / (О  — [g (х) +  g СО] =  [/ (*) — g (*)] -f

+  [/ СО -  g СО] =  ( f - g )  (Х) +  ( f - g )  co> 
(f —  g) (hx) =  f  (kx) — g (kx) =  k f (x) — kg (x) =

=  k [ f (x )  — g  (JC)] =  к [(f — g) (*)].

Итак, функция f g линейна и принадлежит S .



Точно так же убеждаемся в том, что функция kf линейна; 
тем самым доказано, что 3  есть векторное подпространство 
пространства ОТ.

2. Задание векторов /(е,) определяет / формулой

( т \  т

21 ків(J — 2  kif (би­

векторы І(ві) могут выбираться произвольно; действительно, 
если ег- (і — 1, ni) — векторы из F, то отображение g  про­
странства Е в F вида

( т \ т

21 Ket =  21 м ,
1=1 /  і= і

линейно, и по определению, g (e O =  е.
Множества {ег} из т векторов пространства F могут рас­

сматриваться как элементы векторного пространства Fm — 
произведения т пространств, равных F. Отображение ф про­
странства 3  в Fm, которое каждому элементу f из S ’ ставит в 
соответствие множество из т векторов ((е{), линейно и биективно,

Ф (f +  8) =  Ш +  g) (et)} =  {f (et)} +  {g (et)}.

ф ( / )  =  0 = Ф / ( в , )  =  0 =  0.

Два векторных пространства 3  и Fm изоморфны, и значит, 
имеют одинаковую размерность, т. е. тп (пространство Fm изо­
морфно пространству Ктп).

3. 3  есть аддитивная абелева группа; композиция отобра­
жений есть внутренняя операция в 3  (композиция двух линей­
ных отображений линейна), ассоциативная в силу того, что 
вообще, композиция функций ассоциативна. Стало быть, до­
статочно убедиться в том, что композиция отображений ди­
стрибутивна относительно сложения (справа и слева, поскольку 
оно не коммутативно).

Определение операций над функциями и линейность функ­
ции f  позволяют записать

I/  (g  +  g ') ]  te) =  /  [ t e  +  g' )  t e ) ] = f  [ g  (X) +  te)] =

=  f  [g M l +  f [g' te)] =  (fg) te) +  (fg')(x) =  (fg  +  fg') te),
К/ +  П  g] te) =  (f +  П  [g te)] =  f  te  te)] +  Г  [g te)] =

=  (fg) te) +  (f 'g) te) =  (fg +  f 'g) te).
A так как предыдущие равенства установлены для любого век­
тора X,  тѳ

f ( g  +  g ' ) - f g  +  fg ', (f +  f ' ) g = f g  +  f'g .



4. Векторное пространство 2  линейных отображений про­
странства Е в Е имеет размерность т2\ следовательно, т2 -j- 1 
элементов из 2  зависимы.

Применим это к отображениям р  для 0 ^  і ^  т 2; тогда 
найдутся такие, не все равные нулю, коэффициенты а* из тела 
К, что

т22 a if l =  о.
1 = 0

З а м е ч а н и я .  1) Этот многочлен А всегда может быть 
взят и меньшей степени, чем т2.

2) Множество многочленов А, удовлетворяющих равенству 
А (/) =  0, есть идеал f  кольца многочленов с коэффициентами 
в К ( f  содержит Л і— As и ВА\, если он содержит А х и Л2, 
при произвольном многочлене В).

3.14. 1. Образ f(E) содержит векторы f p{x0), каждый из 
которых является образом предыдущего; а поскольку эти век­
торы образуют базис пространства Е, то f(E) есть само про­
странство Е. Следовательно, ранг г отображения /, по опре­
делению, равен /г; но мы знаем, что

г — dim Е — dim / _1 (0).
Таким образом, /_1(0) имеет нулевую размерность, и / есть 
биекция Е на Е.

2. Векторы х0, /(*0), - /"_1(*о) независимы; действи­
тельно,

2  h f ‘ (Хо) =  о => f (2 h ?  (Хо)) =  2 ы і+і (x q ) =  0 ;і=о \г=о / о
векторы / г+1(х0) независимы по определению, и значит, все Яг- 
равны нулю.

Вектор fn (x0) может быть разложен по векторам базиса 
х0, f (xо)........ fn~l (xo); стало быть, найдутся такие числа ар, что

fn (хо) +  o,n-\fn~l (*0) +  . . .  +  а0х0 — 0.
Подвергнув эти векторы отображению f p, получаем

îP[fn {xo)] +  an. xfp [fn- l (x о)]+ . . .  + йоП * о) =  0,
что может быть записано также, с учетом равенства fpfg— fqf p, 
в виде

Г и Р(хо)] +  ап- Г - ' и Р(Хо)}+ . . .  + а о П * 0) =  0.
Отображение fn +  an- \ fn~l +  . . .  +  а0е переводит в 0 все век­

торы f p (x0) базиса, и значит, это нулевое отображение.
3. Коэффициенты bt можно получить, разложив вектор 

g(x 0) по базису хо, /(х0), . . . ,  fn~l (x0):
g (^0) — bn- i fn~l (хо) +  bn- 2fn~2 (хо) +  • * • +  boX0.



Обозначим теперь через h отображение Ьп- ^ п~х +  . . .  +  Ь0е; 
"отображение h перестановочно с / как сумма отображений, пе­
рестановочных с /, и стало быть, g'— h тоже перестановочно с /„

Поскольку (g — h) (х0) =  0, то

[/ (,8 -  h)] (х0) =  [(g -  h) f] (х0) =  ( g - h )  [/ (*о)] =  0; 
отсюда индукцией по целому р получаем

( S - h )  [/р (*о)] =  0.
Отображение g  — h, переводящее в 0 векторы базиса, есть 

нулевое отображение.
3.15. 1. Если многочлену А поставить в соответствие число 

А(хо), то тем самым будет определено отображение / простран­
ства £ п+і в поле С комплексных чисел; при этом

l(A +  B) =  (A-h В) (*0) =  А (х0) +  В (хо) =  1(A)-j-l (В),
I (ХА) =  (ХА) (хо) =  ХА (хо) =  XI (А).

Отображение I линейно, т. е. I — линейная форма на £ п+ь
2. Предположим, что линейные формы /*, определяемые ра­

венством 1{(А) =  А ( хі), связаны соотношением

2  Xih =  0.
І

По определению нулевой формы, для любого многочлена А  
из Еп+і имеем

( 2  М і) (А) =  2  XJi (і4) = 2 М  (xt) =  0.

Возьмем в качестве А многочлен

А і =  I I (х — xi);
і Ф I

этот многочлен имеет степень п и обращается в нуль для всех 
значений хи за исключением Xj, так что

2  Х{А] (xt) =  XjAj(Xj) =  0 =ФЯ/ =  0.

А так как / — любой из индексов 1, 2, . . . ,  я +  1, то тем самым 
доказано, что Xj =  0 при любом /.

Формы h независимы; их число /Г+ 1 равно размерности 
пространства Е п+и а значит, и Е*п+1; стало быть, они образуют 
базис SP пространства Е*п+\.

3. Исследование, проведенное в п. 2, показывает, что мно­
гочлены I

I Аі
1 Aj (xt)



образуют базис, сопряженный к базису 38*, образованному ли­
нейными формами Ц. Имеем

h (L,) Ч(Аі)
Aj (xj)

Но по условию, l i (Aj )  =  0, если i ф  j, a l j (Aj )  =  Aj (Xj )  ; следо­
вательно, l i (Lj )  =  0 или 1 в зависимости от того, будет ли і Ф  /  
или і =  j.

Легко убеждаемся в том, что многочлены Lj являются мно­
гочленами Лагранжа, ибо

Lj(x) =
ПІФІ
П  (* /-* < )'ІФІ

4. Определение базиса {ф,}, сопряженного к базису {е,}, по­
казывает, что Фі (^і) есть j -я координата вектора е,- относи­
тельно базиса в\, е2, . . . ,  е„; отображение, которое вектору х 
ставит в соответствие его /-ю координату относительно задан­
ного базиса, есть линейная форма, принимающая для всех век­
торов базиса те же значения, что и ф̂-, а значит, совпадающая 
с ф3-. Значение фj(x) формы ф;- для вектора х будет, таким об­
разом, /-Й координатой вектора х  относительно базиса ел, е2, . . .
• • •, бп.

Формула Тейлора для многочленов:
П

А Аік){ 0) Ь 
kl х

показывает, 
зиса 1, X,  .

что координаты многочлена А относительно ба- 
, хп равны линейным формам фЛ вида

Ф* ( А )
(0)

kl '
Следовательно, эти формы ф̂  являются элементами базиса, 

сопряженного к базису 1, х, . . . ,  хп.
і 5. Отображение ф пространства £„+і в С, определяемое ра­

венством ф(Л) =  A'(xq), есть линейная форма на Еп+и по­
скольку

ф (А +  В) =  (А +  В)'(хо) =  А' (х0) +  В' (хо) =  ф (А) +  ф {В), 
ф (А, А ) =  (LA)' (х0) =  Я А ' (х0) =  Яф ( А).

Значит, форма ф есть линейная комбинация элементов ба­
зиса пространства Еп+и и в частности, базиса 38*, определен­
ного п. 2 ;  найдутся такие комплексные числа Хі, ч т о

п-И л4-І п+1
Ф = 2 І М /  ИЛИ Л '(а'0) =  Ф(Л) =  £  ХІ11( А ) =  21 %іА (Xi).

i i i



Значения постоянных Я,- можно получить, выбирая в каче­
стве А последовательно многочлены Ly базиса $}, сопряженного 
к базису <%*,

п+1
L'i(xо) =  Я,/,- (Ау) =  Яу,

і= I

Яу — Ly (xo) — Lj  (x0) 2ІФІ

П  (X0 ~ Xi)i Ф І
П  (xi ~ xi)

І Ф І

2

3.16. Ранг отображения f  равен размерности порожденного 
линейными формами X, У, Z векторного подпространства про­
странства Е, сопряженного к R3 (см. Пизо и Заманский, Ал­
гебра, гл. VII, 4-й раздел, § 2). Для того чтобы это подпро­
странство имело размерность 3, необходимо и достаточно, что­
бы формы X, Y, Z были независимы.

Выберем в качестве базиса пространства Е формы X, х, у; 
они образуют базис в силу того, что форма z может быть вы­
ражена в виде линейной комбинации от X, х, у.

z =  (от — 2) X -f  2у — X.
Относительно нового базиса формы X, Y, Z имеют вид 

Х =  Х,
Y =  2 (от — 1) X +  (/« +  4) у — 2Х,
Z — (т — 1) (т +  2) X +  4 (т +  1) у — (т +  1) А.

Эти формы будут линейно зависимы в том и только том случае, 
если формы У +  2Х и Z +  (m-f- l )A линейно зависимы, т. е. 
пропорциональны, но это может быть, если

(т +  1) (У +  2Х) =  2 [Z +  (т +  1) X].
Таким образом, для того, чтобы ранг отображения / был 

строго меньше 3, необходимо и достаточно, чтобы
8 (т — 1) {т -f  1) — (от — 1) (от +  2) (от +  4) =  О,

или
(от — 1) (— от2 +  2 от) == 0.

Ранг отображения f равен 3, кроме случаев, когда от =  0, I 
или 2; в этих случаях ранг равен 2, ибо формы X \\ У всегда 
независимы (они не могут быть пропорциональными).

З а м е ч а н и е .  Этот результат можно было бы также полу­
чить на основании того, что если X, У, Z независимы, то они 
образуют базис пространства Е\ значит, х, у и z могут быть 
представлены в виде линейных комбинаций от X, Y, Z. Стало 
быть, надо исследовать вопрос о том, могут ли х, у, z быть вы­
ражены через X, У, Z, исходя из соотношений, определяющих 
формы X, У, Z.



И с с л е д о в а н и е  f (R3) д л я  ч а с т н ы х  з н а ч е н и й  т. 
Подпространство f (R 3) имеет в данных случаях размерность 2; 
следовательно, между координатами вектора из f (R 3) имеется 
■единственное линейное соотношение.

1) т =  О,
Y +  2Х =  — 2х +  Ау 
Z +  X  =  — 2х +  4у

2) т =  1,

=Ф>Т +  X — Z =  0.

y + 2X =  5t/ 
Z +  2X =  8y =#>6J +  8 K - 5 Z  =  0.

Y +  2X =  2x +  6y I
Z +  M - 4 X + I * ,  h ï r  +  X -

3.17. 1. Если f* и g*— две формы из F*, a 
то для любого элемента х е  Ф

Z =  0.

X— элемент из К,

Г М  =  я* (*) =  о =#> (Г — §*) (лг) =  о,
Г(х) =  0 ^ ( Х П  (х) — о,

и значит, Р* есть векторное подпространство пространства Е*.
2. Форма f* из F* обращается в нуль для любого вектора 

из Ф, а значит, и для любого вектора из F, являющегося линей­
ной комбинацией векторов из Ф.

Если вектор е\ не принадлежит F, то он образует с базисом 
е2, . . . ,  ер+і пространства F систему независимых векторов, ко­
торая может быть дополнена до базиса et, е2, . . . .  еп простран­
ства Е. Тогда каждому вектору х е  Е соответствует единствен­
ное разложение

П
X —  S  x ie t-1=1

Линейная форма е* вида е*(х) — х\ обращается в нуль для 
векторов е2, . . . ,  ер+и и значит, для любого вектора из F; 
стало быть, это форма из F*. На элементе же в\ она принимает 
значение 1. Таким образом, если вектор в\ не принадлежит F, 
то найдется хотя бы одна форма из F* не равная нулю на 
элементе в\, следовательно, общие нули форм из F* являются 
векторами из F.

3. Выберем базис /*, f2, f*„ пространства F* (q — раз­
мерность F*) и определим линейное отображение I простран­
ства Е в К4, положив

1 і =  Гі (*), / =  1, 2, ..  ., q,
/(*) =  (£., Ê2. . . . .  I,)-



Ранг отображения I равен размерности векторного подпро­
странства, порожденного формами и значит, равен q. Но 
ранг отображения I равен также d i m £ — dimH(O) ;  ядро 
/_1(0) есть множество общих нулей форм из £*; это есть про­
странство F, размерность которого мы обозначили через р. Итак, 
выражая ранг отображения I двумя различными способами, 
получаем

q — n — p или dim F” -j- dim F =  n.

4. Кратные многочлена В образуют векторное подпростран­
ство F пространства Еп+І; дополнительное подпространство F' 
состоит из многочленов степени, строго меньшей степени много­
члена В (см. задачу 3.09), и размерность подпространства F' 
равна степени многочлена В. Здесь размерность F' равна 6, а 
размерность F равна п + 1 — 6 — п — 5; следовательно, размер­
ность F* равна 6.

Линейные формы I указанного вида, очевидно, обращаются 
в нуль на многочленах из F, и значит, принадлежат F*. А так 
как формы, определенные как А(1),  А '(1), . . . ,  А(3), незави­
симы, то размерность векторного пространства L*, порожден­
ного формами /, равна 6. Векторное пространство L* содер­
жится в F* и имеет ту же размерность, что и Р ,  а стало быть, 
это и есть Р .

3.18. I. 1. Выполняются аксиомы векторных пространств. 
Действительно, Г — аддитивная абелева группа; умножение на 
действительное число обладает требуемыми свойствами, ибо 
эти свойства удовлетворяются в Г X С, а значит, и в подмно­
жестве Г X R-

Пусть х ' — элемент из Е', не являющийся нейтральным эле­
ментом группы Г, a À и ц — действительные числа. Имеем

Ix '  -f  р(г.ѵ)' =  (lx') +  (pix)' =  (lx  +  pix)' =  [(A +  ip)x]'\ 

отсюда

l x '  +  p (/*)' =  0 =Ф [(A -f- ip) x]' =  0 =ф l  +  ip =  0 =Ф l  =  p =  0.

Таким образом, элементы x' и (ix)' независимы.
Пусть еи е2, . . . .  еп — векторы базиса пространства £ , 

а е', еГ2, . . . ,  е'п — соответствующие векторы в Е'.
Вычисления, тождественные предыдущим, показывают, что

П п
х' =  2  1ре’р - f  2  Рр (іер) ' ^ х  =  S  (Яр -f  ipp) ep.

p=1 1 p
Стало быть, вектор x' из E может быть, и притом един­

ственным образом, разложен по векторам е'р и (іер)'; эти век­
торы образуют базис пространства Е', имеющего, таким об­
разом, размерность 2п.



2. Отображение ф биективно; действительно уравнение 
у ' =  ф(х') имеет одно, и только одно, решение х', каково бы 
ни было у':

у '  =  Ф (*') ФФ у' =  (іх)' фф у =  іх.

Отображение ф линейно: '

■ Ф W +  х і ) — [і (Х| +  х 2) ] ' =  [ іх^  +  іхУ У  =  { ІХ {) '  - \ -  ( і х 2У  —  ф (х 'і) -f- ф (х'2 ).

Наконец, заметим, что равенство у' — ф(л:') означает у — іх\ 
поэтому получаем

(ф о ф) (*') ==ф[ф {х')\ =  ф (у') — (іу)' =  (— х)' =  — х'.

II. 1. Если F есть множество Ç комплексных чисел, то можно 
определить f, положив f ( x ) = i x  для любого комплексного чис­
ла х; в самом деле, f есть изоморфизм пространства С на себя, 
И (f о f) (л:) =  І (Іх) =  — X.

Этот изоморфизм может быть определен заданием образов 
f ( l )  = i и f(i) — —1 элементов базиса пространства С. В такой 
форме можно сформулировать это утверждение для простран­
ства R2 (или любого пространства размерности 2); а именно, 
если в\ и е2 — векторы базиса из R2, то линейное отображение f, 
такое, что

f ( ei) =  e2, f(e2) — — eh

является изоморфизмом и удовлетворяет условию —
Наконец, пространство F размерности 2л, изоморфное R2n, 

может рассматриваться как произведение л пространств R2. 
Если еи е2, . . . ,  е2п — элементы базиса пространства Е, то мы 
определим линейное отображение f, положив

Î (®і) 2̂ f (@2р—\) &2р
f (^2) f (&2р) ’ @2р— 1*

Образ f(F) содержит все векторы базиса, поэтому он сов­
падает с É; значит, ранг отображения f равен 2л, и ядро сво­
дится к элементу 0 (напомним, что ранг отображения /  — 
=  d im /r — dim f_1(0)). Линейное отображение f биективно, 
а именно, это есть изоморфизм пространства F на F.

Очевидно, что (f ° f) (еі) = —еІ7 и стало быть, f ° f  =  —е, где 
е — тождественное отображение.

2. Известно, что Е — абелева группа; стало быть, достаточ­
но убедиться в том, что выполняются свойства внешней опе­
рации.

а) Дистрибутивность относительно сложения векторов:

(А, +  гр) (х +  х') — А, (х +  х') +  pf (л: +  х') —
—  А х  +  Лх' +  р / (х) +  р / (х') =  (К +  tp) X  +  (A, - f  гр) х'.



б) Дистрибутивность относительно сложения комплексных 
чисел:
[(Я +  ф) +  (Я' +  ф 7)]х  —  ІА +  Л7 +  і  (р. -f- р7)] X  =

=  (Я +  Я7) X  +  (р +  рО Î  (х) =  Ях +  р/ (х) +  Я7х +  р7/ (х ) —

— (Я +  ф) X  +  (Я7 +  /р7) X .

в) Ассоциативность:
[(Я7 +  ф 7) (Я +  ф)] X  =  [ЯЯ7 — рр7 +  і  (р'Я +  рЯ7)] X  =

=  (ЯЯ7 pp7) X  -f- (Яр7 +  рЯ7) / (х), 
(Я7 +  ір7) [(Я +  Ф) лг] =  (Я7 +  Ф 7) [Ях +  р/ (х)] =

— (Я7 +  ф 7) [Ял:] -f- (Л7 +  фО [р/ (л:)] =
=  Я7 (Ял) +  р7/  (Ял) +  Я7 [р/ (л)] +  р 7/  [р/ (л)] =

=  (ЛЯ7 — р'р) л +  (р'Я +  Я7р) /  (л);
при этом использовались два свойства — что / линейно и что 
f of =  —е; отсюда, в частности,

/ [р/ (*)] =  P Î  [/ (*)] =  р ( — л) == — рл;
г) 1л == л (свойство верно в F).
Чтобы получить Е', достаточно произвести сужение внеш­

него умножения на действительные числа и положить гх7 =  
=  {гх)'. Если вектор х7 отождествить с вектором л е £ ,  то гх' 
совпадает е гл, и поэтому Е' может быть отождествлено с F. 
А мы знаем, что если Е имеет размерность /V, то Е\  а значит, 
и F, имеет размерность 2N, чем доказано, что Е имеет размер- 
ность п.

3.19. 1. S есть подмножество векторного пространства ото­
бражений R в С; чтобы показать, что это есть векторное подпро­
странство, убедимся в том, что если f a g  принадлежат S, то 
/ — g и Я/ принадлежат S. f  — g  и Я/ дважды дифференцируемы,, 
если этим свойством обладают /  и g, и
(/ -  ё )" Л- p {f — gY q (f g) —

=  f "  +  Pf' +  q f -  (g" +  pg' +  qg) =  0,
(Я/)77 +  p W Y  +  q (Я/) =  Я f" +  Яр/7 +  Xqf =  0.

2. По условию, функция f дважды дифференцируема; вторая 
производная /" равна —р/7 — qf и, значит, тоже дифференци­
руема. Тогда, записав, что производная функции f" +  р/7 +  qf 
равна нулю, получаем

У "  +  р у ,  +  q y  _  {у у ,  +  р  { у у  +  ц у  =  о.

Функция /' является также решением уравнения (Е ). 
Отображение I линейно, поскольку

/( /  +  £) =  (/ +  Р)7 =  /7 + £ ' =  / ( / ) +  /(£),
I (Я/) =  (Я/)7 =  Я/7 =  Я/ (/).



3. Предположим, что линейное отображение I равно ke (е — 
тождественное отображение), и рассмотрим две произвольные 
функции из S; пусть это будут / и g. По условию,

=  =  l(g) =  g '  =  kg,

Vg — fg'  — 0 = > (у )  = 0  =$f =  Xg.

Функции / и g  пропорциональны, и поэтому S имеет размер­
ность не более 1.

Отображение I будет изоморфизмом S на S, если оно биек­
тивно, т. е. если его ядро сводится к 0; ядро отображения I со­
стоит из постоянных функций; для того чтобы I было изомор­
физмом, необходимо и достаточно, чтобы постоянная функция 
не была решением уравнения (Е ), т. е. чтобы q не было равно 
нулю.

4. По определению, 1(f) = f '  и (/ о /)(/) — l(f') — f". 
Следовательно, для любой функции f ^  S

(Іо / +  pt +  qe) (J) =  f" +  pf' +  qf =  0.
Отображение I ° / +  pi -f- qe есть нулевое отображение.
Если Г\ и г2 — нули многочлена и2 +  pu -f- q, то

(I — г [в) ° (/ — гф) =  / о I — (г,е) о / — / о (г2е) +  rKr#
(дистрибутивность композиции линейных отображений относи­

тельно сложения; см. задачу 3.07, п. 3), и поэтому el — le — l, 
и значит,

(I — г,е) о (/ — г2е) — I о I — (г, +  r2) I +  г{г^е — I ° I +  pi +  qe.
(Вообще, в коммутативном кольце справедливы классические 
алгебраические тождества; если же кольцо отображений S в S 
не коммутативно, то используемое здесь подкольцо отображе­
ний, которые могут быть определены при помощи многочлена 
от I, коммутативно.)

Если одно из отображений обратимо, то другое будет нуле­
вым, что невозможно, ибо, как мы видели в п. 3, I не пропор­
ционально е. Действительно, если f — функция из S, то

[(I — г,в) о (I — гав)] (/) =  (1 — г,в) [(/ — r2e) (f)] =  0,
и значит, (/ — г2е) (f) есть элемент ядра отображения I — г{е.

Если I — гіе обратимо, то его ядро сводится к нулю, и 
(I — r2e) (f) — 0 при любом /.

Если / — г2е обратимо, то любой элемент g œ  S  является об­
разом посредством f, и значит, ядро отображения I — Гів содер­
жит все элементы из S. Таким образом, отображение I — Г\в бу­
дет нулевым.

3.20. 1. Легко видеть, что
X +  Y +  Z + Т  =  0.

Стало быть, f имеет ранг, не превосходящий 3.



Но, выбирая в качестве новых координат в R4 
X, у, z, s =  x - \ - y - \ - z - \ - t ,  

получаем следующие выражения для X, У, Z:
X =  s — 2t, Y — — s -\-2у, Z — — s -\-2х.

Эти три формы независимы, поэтому размерность сопряжен­
ного векторного пространства, порожденного X, У, Z, Т, т. е. 
ранг отображения /, больше или равен 3, и значит, / имеет ранг, 
равный точно 3.

f (R4) есть подпространство, определяемое соотношением 
X +  Y +  Z +  Т =  0.

Оно не имеет общих точек с D, потому что сумма четырех 
строго положительных чисел не может равняться нулю.

2. Если / имеет ранг р, то f (Rn) есть пространство R p и, 
в частности, содержит точки области А, определенной условиями 
Х і >  0 для г =  1, 2, . . . ,  р. Система (S) имеет решения.

Если / имеет ранг р — 1, тр существует р — 1 независимых 
форм fi, скажем, р — 1 первых форм, а p-я форма есть линей­
ная комбинация остальных, т. е. найдутся такие коэффициен­
ты Хі, что

р - i

fp +  2  ^ if i —  о,/=1
и стало быть,

fp (и) +  2  ^ifi (и) — 0.(=і
а) Если все Хі положительны, то система (S) не имеет ре­

шения. Действительно, члены Xifi(u) положительны, и fP(u) 
строго положительно, поэтому сумма не может равняться нулю.

б) Если одно из чисел Xf строго отрицательно (допустим, 
Яр _ і < 0 ) ,  то система (5) имеет решения, р — 1 независимых 
форм fi (і =  1, 2, . . . .  р — 1) могут принимать произвольные 
числовые значения (они определяют сюръективное отображе­
ние R" в R p~l), и мы приходим к следующему соотношению 
между значениями форм fp.

fP (и) — ! Ä.p-i \fp-i (и) — S  h f і (и).

Зададим f<(«) значение 1, для і ^ р  — 2; тогда можно вы­
брать такое достаточно большое значение / р_і(м), чтобы правая 
часть была строго положительна; тем самым мы получим строго 
положительное значение fp(u).

Таким образом, для того чтобы система (S) не имела реше­
ний, необходимо и достаточно, чтобы f имело ранг р — Іи  чтобы 
было выполнено условие а), т. е. найдутся такие, не все равные



нулю, положительные коэффициенты Л,- (1 ^  і <  р), Кр =  1,
р

что 2  h î i  =  0.<=і
3.21. Имеем

I s ° 'іМ (s) N (t) =  I t_ _i_ .
'  s s /

M (s) N (t) P (u) =
s

s

Sll \
ut + 1 I •

$ /
Необходимость условий очевидна, ибо s ф  0 по предполо­

жению, и кроме того, как легко видеть, определитель произве­
дения M(s)N(t )P(u)  равен единице:

Чтобы доказать достаточность, нужно показать, что, зная 
а, Ь, с и d, можно найти s, t, и, т. е. решить систему

, t , ut +1a =  s, b — su, c =  — , d = -------- .’ ’ s s
Первые три уравнения дают значения,

s — а ф  0, и =  , t — ас\

тем самым будет удовлетворено и последнее уравнение, ибо по­
лучаем

ut -J- 1 be +  1 ,

Полученное решение единственно; значит, представление воз­
можно, и притом единственным способом.

3.22. 1. Очевидно, имеем
I а2 +  Ьс 
U  (а +  d)

b(a-\- d) 
ba-f- d2 — (a -f- d) A -j- (be — ad) I .

Таким образом, получаем решение а — а + d, ß =  be — ad. 
Если имеется другое, отличное от (ос, ß), решение (а', ß '), то

А2*= аА +  ß/ =  а'А  +  ß7 =ф(а' -  а) А =  (ß -  ß ')/.
В этом случае матрица А пропорциональна /, а для этого необ­
ходимо и достаточно, чтобы

a — d, Ь — с — 0.
2. Чтобы показать, что — кольцо, т. е. подкольцо кольца 

квадратных матриц 2-го порядка, мы покажем, руководствуясь 
указаниями во введении к первому разделу, что

ß e i  и В' -  ß e i  и B B '^ s t- ,



Положим B =  uî +  vA, В' =  u'I +  v'A; тогда
В' _  в  =  (и' -  и) I +  (о' — ѵ) А Ф> В' — В е= а ,

В'В =  ии'І +  (иѵ' +  и'ѵ) А +  ѵѵ'А2 =
=  ии'І +  (uv' +  и'ѵ) А +  ѵѵ' {аА +  ß/) —

=  (ии' +  ßot/')I +  (иѵ' +  и'ѵ +  ctoü') А,

матрица В'В принадлежит si ,  и кроме того, В'В — ВВ'\ коль­
цо s i  коммутативно и, наконец, содержит единичную матрицу /, 
полученную при и =  1, ѵ — 0.

3. Прежде всего исключим случай, когда матрица А пропор­
циональна /, ибо если А =  kl, то кольцо s i  содержит лишь мат­
рицы (u-\-vk)I ,  т. е. все матрицы, пропорциональны /, и то­
гда s i  будет полем, изоморфным полю действительных чисел.

В остальных случаях В будет обратима, если ее определи­
тель отличен от нуля, т. е. если

(и +  va) (и +  vd) — v2bc — и2 -f  aùv — ßo2 ф  0.

Покажем, что тогда в s i  найдется матрица X — х і  +  уА , 
обратная к 8, а так как обратная матрица единственна, то тем 
самым будет доказано, что она принадлежит si .  Имеем

ВХ  =  ХВ  — (их +  пг/ß) /  +  (иу +  ѵх +  vya) А.

В рассматриваемом случае Л и /  не пропорциональны, поэтому 
необходимым и достаточным условием существования матри­
цы X является выполнение равенств

их А- oß tf=  1,
ѵх +  (и +  оа) у — 0;

эта система допускает, и притом единственное, решение лишь 
при условии

и (и +  оа) — o2ß — «2 +  а иѵ — ßt>2 Ф  0, 

то есть если В обратима.
Кольцо s i  будет телом, если любой элемент, отличный от 

нулевой матрицы, обратим; нулевая матрица получается при 
единственных значениях и — 0, ѵ — 0 (А не пропорциональ­
на /). Следовательно, для того чтобы si- было телом, необхо­
димо и достаточно, чтобы и2 +  аиѵ —- ßo2 обращалось в нуль 
лишь при и =  V — 0.

Если многочлен г2 +  аг  — ß имеет действительный нуль z\, 
то числа и — z\, V =  1 обращают выражение и2 +  аиѵ — ßc/2 
в нуль. Если многочлен z2 +  az  — ß не имеет действительных 
нулей, то выражение и2 +  аиѵ —- ßo2 обращается в нуль лишь 
при и =  V =  0.



Итак, для того чтобы зФ было телом (а значит, и полем, ибо 
умножение в s4- коммутативно) необходимо и достаточно, чтобы

а2 +  4ß <  0, или (а — d)2 +  4Ьс <  0.

4. Кольцо s4- является.полем, поскольку 
(а — d)2 +  4bc =  —4 <  0.

Числа а и ß равны 0 и —1. Если матрицы В определяются 
парой (и, V) действительных чисел, так что В =  иі +  ѵА, то 
в силу п. 2, сложение и умножение пар мы должны определить 
следующим образом:

(и, ѵ) +  {и', ѵ') =  (и +  и \  ѵ +  ѵ \
{и, ѵ)\и', ѵ') =  (ии' — ѵѵ', иѵ' +  и'ѵ).

Эти формулы идентичны тем, которые определяют сумму и 
произведение комплексных чисел и +  іѵ и и' +  іѵ'. Отображение 
кольца і  в С, ставящее в соответствие матрице В число и +  іѵ, 
есть биекция, сохраняющая обе операции, т. е. изоморфизм по­
лей ^  и С.

3.23. 1. Запишем равенство соответствующих членов матриц 
ВМ и МВ:

ах +  УУ — их -+- ßz, 
ßx +  öy =  ay +  ß/, 
az - f  yt — yx +  öz, 
ßz +  0/ =  y y  +  f>t;

очевидно, эта система эквивалентна системе
Y У =  ßz,

(а — Ь) у — (х — i) ß, (1)
(а — ô) z =  (х — і) у.

По условию, ß отлично от нуля; значит, уравнение у — k$ 
определяет k, и разделив в случае надобности на ß, получаем 
z — ky, x — t — k{a — b). Члены х, у, z, t могут быть выраже­
ны при помощи параметров k и t\ после этого матрицы В при­
мут вид

( t  +  k{a - ô )  ÄßN /1 0 \  ( a - ô  ß\
V ky t I  \ 0 1 / " ^ \ Y  o j '

Две матрицы
0
1 и А =

a — Ô ß \ 
Y 0 /

независимы (член ß, по предположению, отличен от нуля) ; мно­
жество матриц В, которое является векторным подпростран­
ством, порожденным матрицами /  и А, имеет размерность 2.



Множество матриц В является также одним из колец s4-r 
изучавшихся в задаче 3.22; параметры t и k играют роль пара­
метров и и V.

2. Если ß равно нулю, а у отлично от нуля, то можно про­
вести исследование, идентичное тому, которое проводилось в 
п. 1, с той лишь разницей, что число k определить равенством 
z =  ky, результаты будут те же самые.

Если ß =  у =  0, то уравнения (1) сводятся к уравнениям
(а — ô) у — (а — ô) z — 0.

Возможны два случая.
1) а =  Ô; тогда М пропорциональна единичной матриц 

перестановочна со всеми матрицами; матрица В прояавбльна.
2) а  ф  б; тогда М — диагональная матрица, ве-'іпропорцио-'- 

нальная единичной; В перестановочна с М, если у' =  z =  0, т. е. 
если В — диагональная матрица. Множество D диагональных 
матриц снова составляет кольцо Ж из задачи. 3.22; чтобы S& 
было кольцом диагональных матриц, достаточно взять

1 о
о о

3. Обозначим через Ж коммутативное подкольцо^кольца 
квадратных матриц 2-го порядка.

Если Ж содержит лишь матрицы, пропорциональные I, то 
Ж есть подкольцо кольца диагональных матриц.

Если Ж содержит матрицу М, не пропорциональную /, то 
матрицы из Ж перестановочны с М, и Ж есть подмножество 
множества Ж матриц, перестановочных с М\ множество Ж есть 
одно из колец задачи 3.22, а Ж есть подкольцо одного из этих 
колец si-.

В итоге единственными коммутативными подкольцами коль­
ца квадратных матриц 2-го порядка являются кольца s&, состоя­
щие из матриц иі -\-ѵА, где А — произвольная заданная матри­
ца, и подкольца этих колец Ж.

3.24. 1. Покажем, что К — подкольцо из Ж , для чего, следуя 
указаниям введения к первому разделу, покажем, что

М ^ К  и М'^К=7>М — М ' ^ К п  М М ' с  К.
Имеем

М - М '  =

ММ'  =

т п \
— п т ) 
тт'  — пп'

п — п' \ 
(т - т ' ) ) '

тп'  +  пт'
— {пт' +  тп') пп' +  тт'

=  (_ !
\  —  (тп' +  пт.') (тт‘

тт ■ пп ' +  тп' \ 
г' -  пп') ) '



Следовательно, матрицы М — М’ и ММ'  принадлежат мно­
жеству Я, которое, таким образом, обладает структурой кольца.

Это кольцо унитарно, так как взяв т — 1 и п =  0, получаем 
единичную матрицу, которая, следовательно, принадлежит Я.

Оно не коммутативно, в чем убеждаемся непосредственно на 
следующем примере:

/1 +  і О V  О П  / 0 1 +  / \
[ О 1 - / Д - 1  о / “ Л - і  +  / 0 ) '

I  °  М  ( 1 +  і  0 W  0 1 ~ 1)
Ѵ-1  оД о 1 - i l  V—1 — / о г

(Недостаточно сказать только, что кольцо Ж не коммутатив­
но, ибо это кольцо содержит коммутативные подкольца, которые 
были определены в задаче 3.23.)

Наконец, чтобы показать, что Я есть тело, нужно показать, 
что любой элемент М из Я (кроме нулевого) обратим, и обрат­
ный элемент М-1 принадлежит Я.

Матрица М обратима потому, что ее определитель, равный 
тт +  пп =  | т | 2 +  | я | 2, мог бы обращаться в нуль лишь при 
т =  п — 0; матрица М~х принадлежит Я, ибо

М -1 1
mm +  пп

т — п 
п т

{X V 

V Д
где

тт +  пп ’ тт +  пп
2. Мы видели, что К — аддитивная абелева группа; но про­

изведение (определенное в Ж) элемента М из К на комплексное 
2 не будет элементом из К, если z не будет действительно. В са­
мом деле,

zM — z
т п

— п т
ztn zn

— zn zm / ’
но

zm =  z m ^ z m ,  zn =  zn=fczn,
кроме случая, когда z — действительное число.

3. К — аддитивная абелева группа. Как мы видели в п. 2, 
умножение на действительное число z переводит любой элемент 
из Я в некоторый элемент из Я; это умножение удовлетворяет 
аксиомам векторного пространства, потому что является суже­
нием на Я X  Я внешнего умножения в векторном пространстве 
Ж , определенного в І Х ^ .

Полагая т =  и +  іѵ и п — г +  is (и, ѵ, г, s — действитель­
ные), получаем

М =
т п \  I! 1 0
- - — и — п т ',0 1 +  V

0
— I +  г

0 1 
- 1  0

0 і
і O ’



Четыре элемента правой части

£ , = £ 4 =
0 і
1 о

порождают пространство; они, очевидно, независимы и, следова­
тельно, составляют базис.

Тогда элементы из К могут быть определены своими четырь­
мя координатами хі, х2, Хз, Х4 относительно базиса Е\, Е2, £ 3, Е4, 
и дистрибутивность умножения относительно сложения позво­
ляет записать, что

( S  УіЕ ^!=  2  ХіУ/ (£/£/).

Стало быть, достаточно знать попарные произведения ма­
триц Ei.

£? =  -  El =  -  £3  =  -  El =  £ ь £ ,Е г =  В Д  =  £ г,
£2£з =  — Е3Е2 — £ 4, £3£і =  — £]£3 =  Е2, £ , £ 2 =  — £2£ і =  £ 3-
(Единичный элемент £і отождествляется с единицей в R и запи­
сывается 1.) Следовательно, структура тела К определяется не­
посредственно, без привлечения матриц.

3.25. 1. Нейтральный элемент обратим.
Элемент а~1, обратный обратимому элементу а, имеет в каче­

стве обратного элемент а, и следовательно, принадлежит Е\.
Произведение двух элементов из Е\ есть элемент из Еь ибо

(ab) {b~]a~') — a(bb~') а -1 =  е,
(Ь~'а~') (ab) =  b~ 1 (а_1а) Ь — е.

Наконец, операция ассоциативна в Е\ как подмножестве из 
Е, в котором она, по условию, ассоциативна.

Умножение матриц ассоциативно, матрица

служит нейтральным элементом; множество обратимых матриц, 
согласно предыдущему результату, составляет группу.

2. Если отношения х ’/у' и х/у определены, т. е. если

у ф  0 , сх +  й у ф  0 или
У с

то
^  й Х + Ь у  а (х/у)  +  Ь __ , /_х\
{/ СХ +  d y  с (х/у)  +  d  А \ у ) ’

По условию, А обратима, и значит, ad — be ф  0; стало быть, 
функция hA невырождена.



Произведение ВА матриц В и А соответствует композиции 
соответствующих отображений а и ß:

(х, у ) — ->(х', у ' )— +(х", у"),
или, для отношений,

X І*А х' hß х"-------- > —}------> —JP •
У У У

По определению,

f  =  *M ( f )  =  (Aa ” * 4 ) ( f ) ;
и значит,

Ь-ва =  hB ° hA.
Отображение ср сохраняет операцию, а так как оно сюръек­

тивно, то Я  является группой: операция ассоциативна, потому 
что 1

(hchB) hA =  Л(СВ) A =  hc (вА) — hc (hBhA);
функция hi есть нейтральный элемент; всякая функция h имеет 
в Я обратную:

hA - lhA =  bAhA - ' = hn
(Результаты доказаны для функций hA> являющихся образами 
элемента из О, а значит, для любой функции из Я, поскольку ср 
сюръективно.)

ср есть гомоморфизм О в Я, потому что 
Ф (Л) Ф (В) =  Ф (AB), 

е — тождественное отображение, т. е.

Стало быть, матрицы А ядра ф“'( е) удовлетворяют условиям
a =  d, b — c =  0;

это матрицы, пропорциональные I.
Точно так же множество ф-1 (Я) состоит из матриц

с :)•
пропорциональных некоторой матрице А0 множества О.

Можно сказать, что невырожденные дробно-линейные функ­
ции образуют группу, изоморфную группе Г обратимых матриц, 
определенных с точностью до коэффициента пропорциональности 
(для корректности следует показать, что тем самым определено 
отношение эквивалентности, согласующееся с операцией, в соот­
ветствии с определением задачи 1.11 первого раздела, и что то­
гда фактормножество Г имеет структуру группы).



3.26. 1. Пусть В и С — две матрицы, перестановочные с Л. 
Дистрибутивность умножения относительно сложения влечет

А ( В - С )  =  AB -  АС =  В А - С А  =  ( В - С )  А.

Точно так же, ассоциативность умножения влечет
А (ВС) =  (AB) С =  (ВА) С =  В (АС) =  В (СА) =  (ВС) А.

Если В и С принадлежит Е, то В— С и ВС принадлежат Е, и 
значит, Е — подкольцо в S&.

2. Кольцо Е матриц, перестановочных с А, по условию, со* 
держит В\ стало быть, оно содержит также Q(B),  и А переста­
новочно с Q(B).  Кольцо матриц, перестановочных с Q(B),  со­
держит А, а значит, и Р(А)\  итак, Р(А) и Q(B) перестановочны.

3. Умножая произведение А~1В слева на А, получаем

А (А~'в)  =  (ЛЛ" 1)В =  В =  В (Л Л "1) =  (ВА) Л "1 =
=  (АВ) Л "' =  Л (вЛ _ |),

откуда
а (а ~'в ) =  а {в а ~х).

А так как Л — регулярный элемент (или умножая слева на Л '1), 
получаем

А~ХВ — ВА~1.

3.27. Если Л имеет ранг 1, то, по определению, вектор-столб­
цы Лj порождают одномерное векторное подпространство Е про­
странства Кт. (Вектор-столбец Л3- есть вектор, координаты ко­
торого относительно канонического базиса пространства Кт 
равны элементам atj столбца матрицы Л с номером /.)

Если X есть ненулевой вектор из Е, то остальные векторы 
из Е, и в частности, Aj, пропорциональны X; следовательно, ка­
ждому вектору А j соответствует такое число vj, что Aj =  VjX. 
По крайней мере один из векторов Aj отличен от нуля, посколь­
ку матрица Л имеет ранг 1, и стало быть, по крайней мере одно 
число из V] не равно нулю. Обозначим координаты вектора X 
через uf, тогда векторное равенство Aj — UjX равносильно ра­
венствам

аі, / =  v iul.
(Заметим, что хотя бы один из элементов и, не равен нулю, по­
тому что вектор X отличен от нуля.)

3.28. 1. Пусть T — (titj) и T' — (ti,i) — две треугольные ма­
трицы; разность Т — Г' и произведение ТТ' имеют в качестве 
-элементов

Чі, і = U, l ~  t'l. Г Pi, i ~  ^*1. hth, r



Исследуем элементы qit f и pit h для которых i >  /;

h. / =  l'i, i — 0 ^  9/. / “  °>
h <  i =ф k — 0;

h ^  i > j =ф h >  j =7“ ̂ a, / =  0,
произведение ^ L i  равно нулю при любом /г; значит, эле­
менты Рі, / также равны нулю.

Мы показали, что если матрицы Г и Г  -  треугольные, то 
Т — Г' и ТТ' —треугольные; таким образом, множество треуголь­
ных матриц есть подкольцо М- кольца матриц п-го порядка. 
Кольцо не коммутативно; действительно, если п — 2, то

этот же пример можно использовать и при п >  2, следует лишь 
дополнить матрицы нулями.

2. Элементы р-го столбца матрицы Т являются координата­
ми вектора Ѳ(ер). Для того чтобы Т была треугольной, необхо­
димо и достаточно* чтобы координаты tq, P вектора Ѳ(ер) с ин­
дексом q >  р были равны нулю, или чтобы Ѳ(ер) был линейной 
комбинацией векторов с индексами і ^  р, т. е. принадлежал Е р.

Предположим, что матрица Т — треугольная; тогда

А так как ві образуют базис пространства Ер, то Ѳ(£р) поро­
ждается векторами 0(ег), и стало быть, Ѳ(£р) er Ер.

Обратно, если Ѳ(£р) er Ер, то образ любого вектора из Ер, 
и в частности, ер, принадлежит Ер\ стало быть, матрица Т — 
треугольная.

Покажем, что операторы Ѳ образуют подкольцо кольца ли­
нейных отображений Кп в Кп, что повлечет аналогичное свой­
ство для матриц Т.

Пространство (Ѳ — Ѳ ')(£р) содержится в подпространстве, 
порожденном пространствами Ѳ(£р) и Ѳ'(£р), а значит, и в Ер.

Точно так же, поскольку пространство Ѳ'(£р) содержится в 
Е р, то (ѲѲ') (Ер) — Ѳ [Ѳ' (Ер)] er Ѳ (Ер) cz Ер. Отображения Ѳ — Ѳ' 
и ѲѲ' удовлетворяют характеристическому свойству, и их мат­
рицы Т — Т  и Т Т  треугольны.

3. Заменим матричное уравнение системой скалярных урав­
нений, которая в свою очередь равносильна системе

и

і <  р => Ѳ (еі) €= Et cz Ep =#> Ѳ (е{) е= Ер.

+  ••• +^і»Лі =  0,
І-22Х2 hnxn — 0,

UНхі +  • • • +  t i n x n  =  0



Если ни один член tu не равен нулю, то индукцией по « — і 
показывается, что все х{ равны нулю. Для і == п это очевидно. 
Допустим, уже доказано, что хп — х„_, =  . . .  =  xt+, =  0. Тогда 
taXi, будучи линейной комбинацией элементов х} с индексом 
/ >  і, равно нулю, а так как tu отлично от нуля, то х* равно 
нулю.

Если іц =  0 для индексов іи і2, . . . .  ір, то рассуждение по 
индукции, аналогичное предыдущему, показывает, что неизвест­
ные х^, Хіо, . . . ,  Хір могут выбираться произвольно; после этого
другие элементы х,- определяются однозначно. Матрицы X реше­
ний образуют, следовательно, векторное пространство размер­
ности р.

Решения X уравнения ТХ =  0 являются векторами из Кп, 
принадлежащими ядру отображения Ѳ. Стало быть, Ѳ обратимо, 
если ни одно из tu не равно нулю. Вообще,

где р — число членов tu, равных нулю.
3.29. Разобьем матрицу X с одим столбцом на матрицу X! 

из р первых строк и на матрицу Х2 из q последних строк:

Тогда матричное уравнение У == MX может быть заменено 
системой

которая получится, если в каждом поэлементном уравнении от­
делить члены, содержащие р первых переменных х,-, от осталь­
ных.

Точно так же, если X =  NU, то указанное разбиение дает

Теперь можно заменить Х\ и Х2 их выражением в системе (1), 
и правила вычисления матриц (ассоциативность произведения, 
когда оно определено, дистрибутивность произведения относи­
тельно сложения) позволяют записать

Эта система равносильна уравнению У =  MNU\ матрица MN 
тоже определяется своим разбиением, и

ранг Ѳ =  dim Кп — dim Ѳ 1 (0) — п — р,

У. =  Мь ,*1 +  MIf 2*2,
Y2 — M2, хХ х +  М2, 2Х2, ( 1)

*1 =  N uxU{ +  N U2U2,
x 2 =  n 2, , u x +  n %2u 2. (2)



З а м е ч а н и я .  1) Можно было бы не вычислять в явном 
виде Уі и У2 как функции от U\ и U2\ достаточно заметить, что 
результаты вычисления будут верны, если p =  q =  1; следова­
тельно, полученные формулы в этом случае должны привести к 
известным формулам произведения двух квадратных матриц 
2-го порядка.

2) Отметим, однако, разницу: произведения 
М Х,2И2Л, ••• зависят от порядка членов, если Mitj и Nii3-— ма­
трицы.

3) Наконец, можно было бы рассматривать более сложные 
разложения матрицы на группы матриц из р и р2, рн строк 
и столбцов, но так чтобы сумма р\ +  р2 -j- . .. ph была равна 
п\ произведение двух матриц может быть выражено в том же 
виде, как если бы матрицы разбиения были числами.

3.30. 1. Изучение структуры векторного пространства в Ж. 
Заметим, что каждая матрица М er Ж  очевидным образом опре­
деляется вектором (а, Ь, . . . ,  d'). Разность двух матриц Мх 
и М2, определенных векторами (а,, Ьи . . . ,  d[) и (а2, Ь2, . . . ,  d'2)t 
есть матрица М с вектором {ах — а2, 6, — Ь2, . . . .  d\ — d2); 
Ж содержит вместе с Мі и М2 разность М\ — М2\ значит, Ж 
есть аддитивная подгруппа группы Ж.

Точно так же матрица гМх есть матрица М с вектором 
(г«], rbt, . . . ,  rd\y, она принадлежит Ж, которое является, та­
ким образом, векторным подпространством пространства квад­
ратных матриц 4-го порядка.

Обозначим через Еа, Еь, . . . .  £> матрицы М, полученные 
заданием семи параметрам из а, Ь, . . . ,  d' нулевых значений, а 
восьмому параметру — значения 1 (в индексе стоит параметр, 
которому дается значение 1). Очевидно, что матрица М может 
быть единственным образом представлена в виде

Таким образом, матрицы Еа, Еь, . . . ,  Е# составляют базис 
пространства Ж, размерность которого равна 8.

Чтобы доказать, что Ж  есть подкольцо кольца Ж, необходи­
мо убедиться в том, что если М и N — матрицы из Ж, то произ­
ведение MN тоже принадлежит Ж. Используем для этого ре­
зультаты упражнения 3.23, положив р — q = 2; матрицы М 
и N представимы в виде

Заметим, что матрица М принадлежит множеству Ж  в том 
и только том случае, когда четыре матрицы 7ИІ;3- принадлежат

М — аЕа ЬЕЬ — . . .  —1— d'Ed/.

полю ^  матриц вида

MN =



Поскольку 9 1 — кольцо, то произведение двух матриц из 9* есть 
матрица из 9 \ и то же самое для суммы. Каждая из матриц раз­
биения MN является, таким образом, матрицей из 9’, и MN при­
надлежит множеству Ж.

2. Мы знаем, что поле 9 1 матриц

изоморфно полю комплексных чисел, т. е. существует биекция 
Ф поля 9* на поле комплексных чисел, сохраняющая операцию. 
Отнесем матрице М — матрицу

из si ,  которую мы обозначим через ф(М). Отображение ф 
биективно, поскольку биективно ф.

Если М и JV — две матрицы из Ж, то их сумма и произведе­
ние могут быть определены, исходя из матриц M(j и Ыц, по 
тем же формулам, как если бы M{j и были числами; для 
суммы и произведения матриц т и п  имеем те же формулы, 
лишь вместо Мц и Ntj следует поставить гпц и пц, т. е.

Итак, ф есть изоморфизм колец s i  и Ж.
3. Отображение ф есть изоморфизм колец s i  и Ж, а значит, 

в частности, и аддитивных групп; для того чтобы это был изо­
морфизм векторных пространств, необходимо определить в s i  
умножение на действительное число и убедиться в том, что 
ф(гЛ4) =  гф(М); это будет так, если положить

Таким образом, в s i  определена структура векторного про­
странства; но это не та структура, которая обычно определяется. 
Множество s i  квадратных матриц 2-го порядка с комплексными 
коэффициентами имеет структуру векторного пространства Е 
над С (см. Пизо и Заманский, Алгебра, гл. VIII, 2-й раздел, 
§ 1); здесь же рассматривается векторное пространство Е', по­
лученное из Е сужением внешнего умножения на действитель­
ные числа (см. по этому поводу задачу 3.18). При этом Е имеет 
размерность 4, а Е', изоморфное Ж , имеет как и Ж, размер­
ность 8.

4. Разбивая матрицы на группы матриц из двух строк и 
столбцов, мы заменим матричное уравнение MX =  0 системой

т =  (ти ) =  (ср[М{/])==
Ф(МИ) <р(М12) 
Ф (Мгі) ф (М22)

ф (М +  N) =  т +  п =  ф (М) +  ф (АТ), 
ф (MN) =  тп - ф (М) ф (N).

М\\Х\ -f- М 12Х 2 — О, 
М 21Х j -f - М 22Х 2 —  0.

аз7



Воспользуемся тем, что матрицы Mij принадлежат полю, а 
именно, полю <ё>.

Если все четыре матрицы М — нулевые, т. е. если М — 
нулевая матрица, то X, очевидно, произвольно.

Итак, предположим, что одна из этих матриц — ненулевая, 
скажем, к примеру, матрица Мм; тогда получаем

=  — М\\ М\2Х2, (— МгіМц М і2 “И М22) Х2 === О,

Во всяком теле, и в частности, в поле Ч?, ненулевой элемент 
обратим, а значит, регулярен. Если коэффициент при Х2 во вто- 
ром уравнении не равен нулю, то Х2 равно нулю и Хі тоже; 
и единственным решением служит нулевой вектор. Если коэф­
фициент при Х2 равен нулю, то Х2 произвольно, и решения X 
системы образуют двумерное векторное подпространство про­
странства RA.

Для того чтобы уравнение MX — 0 имело ненулевое реше­
ние, необходимо и достаточно, чтобы коэффициент при Х2 был 
равен нулю. Используя коммутативность умножения в 4Ï и ум­
ножая на Мм, получаем условие

— М21М12 -Ь М 11М22 — О,

или, записывая, что члены этой матрицы суть нули, получаем 
два условия

аа' +  dd' =  bb' - f  сс', 
ab' +  ba' — cd' +  de'.

З а м е ч а н и е .  Исследование, проведенное в п. 4, может 
быть осуществлено иным образом. Запишем систему четырех 
поэлементных уравнений, равносильных уравнению MX =  0, в 
следующем виде:

У\ — 0, у2 =  0, уз — 0, Уі =  0.
Эти уравнения могут быть заменены равносильной системой.

У\ +  іУг =  0, уз +  іуА =  0,
где неизвестными служат комплексные числа х + іу и z +  it. 
Исследование этой системы идентично исследованию, проведен­
ному выше по поводу изоморфизма между телом матриц

/ « ^
V — v u

н полем комплексных чисел
3.31. 1. Применяем метод исключений.
Сначала предположим, что Л ф  0. Из первых 

имеем

Хі bl  ~  а і х п + 1
к ( і =  1, 2, . . . ,  п);

уравнений



Если

Хп + І
п \ п

Ь2-  Ъ а 2і ) =  кЬп+х-
І=і 1 і= 1

п
12- 2 а ^ 0 ,1

то система (5) имеет единственное решение; х п+і определяется 
из уравнения (1), а затем находятся х{ как функции хп+х.

П п
Если А2 — 2  а] =  0 и kbn+l — 2  сцЬі Ф  О,

1 (=і
то система (S) не имеет решения.

П
Если А.2 — 2  Я; =  О и

I
м п+1 — 2  atbi =  О,

то равенство (1) справедливо при любом хп+х\ выбор хп+] опре­
деляет все Хі с индексом і п\ стало быть, решения зависят 
от одной произвольной постоянной.

Предположим, что к =  0. Первые п уравнений совместны 
в том и только том случае, если

I I __J&2 __ = = .Ьп
ai а2 йп

(если одно из а,- равно нулю, то соответствующее Ьх должно 
быть равно нулю) ; хп+х равно общему значению этих отноше­
ний, последнее уравнение системы дает соотношение между х,- 
с индексом I ^  п. Решение зависит от л — 1 произвольных по­
стоянных.

2. Определитель Dn имеет вид

к 0 . . .  0 а,
0 А . .. 0 а2

0 0 . . .  А ап
а, а2 . . ап Л

и мы без особых трудностей находим
£>, =  А2 — а2 и D2 =  k (k2 - а 2-  а$). 

Определим Dn по индукции, допустив, что

A t-i == кп~2(А2 — а2 — а \ — . . .  - а п_ 2);



для первых двух значений п эта формула верна. Разложим D„ 
по первой строке; получим

Dn =  XЛ, +  ( -  1)п+2а,Дп+„ 
где Ді и А„+і — миноры элементов Я и а\ в Dn,<

Я . . .  0 a2 0 X . . . 0

Ai == 0 . . .  Я an , Ап+і — 0 0 . . . Я
a2 . . .  an X a, a2 . . . an

Ai есть определитель того же вида, что и £)„_і, и определяется 
параметрами а2, . . . ,  а„; следовательно,

Ді =  %п~2{Х‘1 — а\ — а2 — . . .  — а 2).
Каждая из п — 1 первых строк минора Д„+і содержит лишь 

один член, отличный от нуля, поэтому в разложении определи­
теля А„+і имеется только один ненулевой член, определенный 
перестановкой (1, 2, . . . ,  п) строк и перестановкой (2, 3, . . .  
. . . ,  п, 1) столбцов; эти перестановки имеют соответственно О 
и (п — 1) инверсий. Таким образом,

Ап+і =  (— I)"-1 Хп~ха.\,
D„ — Я"-1 (А2 — а2 — а2 — . . .  -  О  +  (— 1)а,,- 3А.я- ,а* =

=  Я"-1 (Я2 — а\ — а2 — . . .  — а2).
Формула, имеющая место для £>„_і, справедлива и для Dn.

Для того чтобы система (5) имела единственное решение, 
необходимо и достаточно, чтобы Dn не был равен нулю, т. е.

Я =5̂= 0 и Я2 — а2 — а2 — . . .  — а2 ф  0.
3.32. Заданная система может быть записана в виде 

А (Я,) — А (Я2) =. А (Я3) =  А (Я4) =  0, А (ц) =  1.
Числа Яі, Яг, Я3, Я4 — нули многочлена А; мы будем предпола- 
гать, что все они различны. Многочлен А имеет степень 6, по­
этому он имеет шесть нулей; остальные два нуля будут обозна­
чены Я' и Я". Чтобы выразить Я' и Я" через Ки воспользуемся 
соотношениями между нулями многочлена и его коэффициента­
ми; коэффициенты при и6 и и3 равны нулю; отсюда 

0 =  Я] -J- Я2 -f- Яз -f- Я4 -)- X' -(- Я",
о =  2  ядд^ -f- (яг -f- х") 2  ЯД/ -j- х 'х "  2  hi,

i, j. k », ! i
Положим

$i =  Яі +  Я2 +  Я3 +  Я4, «2 — 2  X i X j ,

s$ — ^ j X i X j X k ,  s4 =  ЯД2Я3Я4.
Допустим, что S] ф  0; тогда

Я' +  Я ^ - в , ,  X'X" =  -S'S2~ S*-,



А =  а (Я -  Я,) (Я — Я2) (Я — Я3) (Я -  Я4) (я2 +  в,Я +  - '~s-a~- 5з

Коэффициент а получается, наконец, из соотношения Л(р) =  
=  1, в предположении, что ни один из сомножителей знамена­
теля не равен нулю

(ц — Яі) (ц — Я2) (р — Я3) (р — Я4) ^р2 +  s,p ■ Si$2 — S3 
Si

Значения неизвестных равны коэффициентам многочлена А, ко­
торый мы запишем в виде

А =  а (Я4 — 5,Я3 +  52Я2 -  s3X +  s4) (Я2 +  s,Я +

Тогда для неизвестных х{ получаем значения

Хі — а

х3 =  а

л 4 ( s ls 2 — «з)
«I

S|S4 s,s3 "T S,S2 S2S3 

Si

x2 — a +  S3 sl$2s3 
Si

2s, s2 — s3 — s3

Si x 4 — a.

И с с л е д о в а н и е .  Мы предполагаем, что Я* различны, что 
s, — 2  Я< отлично от нуля и, наконец, что р не обращает в нуль

І

ни один из множителей многочлена А.
Если два из чисел Яг- равны между собой, то известны только 

три нуля многочлена А, один может быть выбран произвольно; 
решение зависит от произвольной постоянной (это очевидно, 
так как два уравнения будут тождественны).

Если Si =  0, то приравнивая к нулю коэффициент при и3, 
получаем соотношение s3 =  0; система несовместна, если s3- 
Если S3 — 0, то произведение Я'Я" неопределенно, и решения си­
стемы зависят от одной произвольной постоянной.

Наконец, если р =  Х{ или если р2 +  s,p +  i l i i l l iL  _  q, то.Si
система, очевидно, несовместна.

3.33. 1. Ранг системы линейных форм имеет размерность со­
пряженного векторного пространства, порождаемого этими фор­
мами; мы будем находить его методом подстановок, т. е. заме­
ной базиса X,  у , z, t другим базисом сопряженного пространства.

Предположим, что а Ф  0. Тогда первые два уравнения мож­
но решить относительно х и у,

Y — cz — Ы X — bz — et



Поэтому формы X, У, z, t образуют базис сопряженного к /?4 
пространства, две другие формы являются следующей комби­
нацией этих форм:

Z =  1  [сХ +  ЬУ -  2bcz +  (а2 -  Ь2 -  с2) /], 

т =  1  [ЬХ +  сУ +  (а2 — Ь2 — с2) z — 2bct]

(добавив сюда формы X =  X, У =  У, получим выражение четы­
рех исходных форм относительно базиса X, У, z, t сопряженного 
пространства).

Формы X, У, Z, Г независимы, если формы aZ — сХ — ЬУ и 
аТ — ЬХ — сУ непропорциональны, т. е. если D — 4 Ь2с2 — 
— (а2 — Ь2 — с2) 2 ф  0; очевидно,

D — (а +  b +  с) (а +  b — с) {а +  с — Ь) (Ь +  с — а).

Если D =  0, a be ф  0, то формы X, У, Z независимы, и си­
стема имеет ранг 3.

Если D — 0 и Ьс =  0, а значит, и а2 — (b2 +  с2) =  0, то Z 
и Т линейно выражаются через X и У, и система имеет ранг 2 
(в этом случае b =  0 и а — ± с  или с =  0 и а — ±Ь).

Предположим, что а =  0.
Если b2 — с2 ф  0, то X и У — две независимые формы от х 

и у, a Z и Т — две независимые формы от z и t, и система имеет 
ранг 4.

Если Ь2 — с2 — 0, но числа b и с отличны от нуля, то система 
имеет ранг 2, ибо в этом случае имеем

сХ — ЬУ =  0, c Z - b T  =  0.

Наконец, если b — с — 0, то все формы будут нулевыми.
В итоге система имеет ранг 4, если D ф  0, ранг 3, если один 

из сомножителей в D равен нулю, и ранг 2, если два сомножи­
теля из D обращаются в нуль.

З а м е ч а н и е .  Если осуществить одну и ту же перестановку 
среди X , у, z, t и среди X, У, Z, Т, то получится система того же 
вида, что и заданная, но с переставленными параметрами а, 
Ь, с. Стало быть, исследование можно было бы провести в пред­
положении, что параметр а ф  0, и отсюда, без других вычисле­
ний, получить результат для а =  0.

2. Для вычисления определителя
0 a b c

Д =
а с b 0 
b с 0 а
с b а 0



системы форм прибавим к элементам первой строки элементы 
остальных строк, умноженных на числа и, v, w, получим

А =

иа +  vb +  wc а ѵс +  wb
а 0
b с
с b

b-\-uc-\-wa c- \-ub-\ -va
с b
0 а
а 0

Члены первой строки равны 
а -f- b -f- с, 

±  (a — b — c), 
±  (a +  c — b), 
±  (a +  b — c),

если и =  V — w — и
если и =  V = w
если —и =  V — — • w =

если —и — —  V =  W= =

Определитель Д может рассматриваться как многочлен от од­
ного переменного а над R\ этот многочлен делится на каждый 
из множителей а ф  b -\- с, а — b — с, а ф  с — b, а +  b — с, а 
значит, и на их произведение, если эти множители различны 
(т. е. если bc(b +  с) (Ь — с ) # 0 ) .  Но А — многочлен 4-й сте­
пени, поэтому он пропорционален произведению 4-х сомножи­
телей,

А =  k (а ф  b ф  с) (a — b — с)(а ф  с — Ь) (а ф  b — с); (1)
коэффициент k может быть найден приравниванием членов с а4, 
что дает k — 1.

Доказательство проведено лишь в случае bc(b +  с) {Ь — с) ф  
Ф  0; однако результат верен при любых о, b и с, поскольку пра­
вая и левая части (1) являются полиномами переменных a, Ь, с.

Итак, вновь получаем, что формы независимы, если
А =  — D =  (а +  b +  с) (а — b — с) (а +  с —■ b) (а +  b — с) ф  0.

3. Первый случай: D ф  0. Тогда ранг системы равен 4 и 
она имеет единственное решение.

Второй случай-. 0  =  0 и abc ф  0. Система имеет ранг 3. 
Четыре исходные формы зависимы; более того, заметим, что 
сомножители в D могут быть записаны в виде иа -f- vb -f- wc, 
где каждое из чисел и, v, w равно ±1 и один из сомножителей 
равен нулю, но

иа +  vb - f  wc — 0 Ф  uvwX +  uY +  vZ  +  wT — 0.
Для того чтобы система имела решение, необходимо и доста­
точно, чтобы правые части удовлетворяли тому же соотноше­
нию, т. е.

отсюда
uvw {а - f  b +  с) +  иа +  vb +  wc =  0; 

а +  b +  с =  0.



Может случиться, что все три числа и, v, w равны; напри- 
мер, и — v — w — 1; тогда числа а, Ь, с удовлетворяют усло­
вию а +  b +  с — 0, соотношение между членами правой части 
выполняется, и система имеет решения, зависящие от одной 
произвольной постоянной.

Наконец, если только два из чисел и, v, w равны, скажем, 
и и v равны 1, a w =  — 1, то условия а-\- Ь-\-с =  0 и а b —с =  
=  0 влекут с — 0, что противоречит сделанному предположе­
нию {abc ф  0). Стало быть, система не имеет решений.

Третий случай: один из параметров равен нулю. Пусть это 
будет а; система имеет ранг 4, и при любой правой части имеет 
•единственное решение, если Ь2 — с2 ф  0, и ранг 2, если b — ис, 
где и =  ± 1 . В последнем случае формы X, Y, Z, Т удовлетво­
ряют двум соотношениям

X — uY =  0, Z — иТ =  0.

Для того чтобы система имела решения, необходимо и доста­
точно, чтобы

Ь +  с — 0, b — ис =  0.

Таким образом, система имеет решения, зависящие от двух 
произвольных постоянных, если b +  с — 0, и не имеет решений, 
если b — с =  0.

3.34. Транспонированная к А матрица гЛ =  (а;1) при дан­
ных условиях равна —А, и, как мы знаем,

det lA — det А — det (—Л) =  (— 1)" det Л;

отсюда, если п нечетно, то
det Л =  — det Л =  0.

3.35. 1. Значение определителя D не изменится, если к пер­
вому столбцу прибавить остальные столбцы, умноженные на 
и, . . . ,  ип~х. Тогда члены первого столбца примут вид

йі +  а2и +  . . .  +  апип~1,
ап +  +  • • • Н~ an—\un~l,

a2+ a 3w +  . . .  +  alun~l.

Все они пропорциональны, ибо ип =  1 и каждое из этих 
чисел получается из предыдущего умножением на и. Поэтому 
многочлен D переменного а\ делится на п множителей вида 

<т„ =  Яі +  а2и +  . . .  +  апип~х, где в качестве и следует после­
довательно взять корни п-й степени из единицы, т. е. числа 
Uh — e2ltih/n. Многочлен D, за исключением частных значений



ö2, . , , ,  ап (когда некоторые из множителей аи равны), делится 
на произведение этих множителей; следовательно,

D =  (а, +  a2uh +  . . .  +  anunh-')\ (1)

произведение, стоящее в правой части, и D являются многочле­
нами степени п переменного а\, причем коэффициенты при а\ 
у этих многочленов равны единице, поэтому d не зависит от аи 
и более того, d =  1.

Равенство (1) доказано, за исключением частных значений 
а% . . . .  ап, но поскольку его правая и левая часть являются 
многочленами переменных а\, аг, . . . .  ап, то оно справедливо 
при любых значениях этих переменных, т. е. является тожде­
ством.

2. В этом случае
П— 1

D  —  П (1 + + ... + n u h ~ 1)-ft=0 '
Замечаем, что

1 +  2 „ +  . . .  + / ш " - ' = А ( 1  +  „ + . . .

_  nun+l ~ ( n + l ) u n + l  
( И -  l )2

Если и — корень uk из единицы, не равный 1, то
nunh+l -  {п +  1) unh +  1 _  пик -  (я +  1) +  1 я

( « f t - 1)2 ~  к - 1)2
поэтому

D =  ( 1 +  2 +  . . .
ft= 1 «л 1

Так как числа М/, служат нулями многочлена ип — 1, то чис­
ла vh — uh — 1 будут нулями многочлена ( у + 1 ) п — і -  
— у[уп-і п]. значит, произведение отличных от нуля
чисел Vh равно (—1)п_1н.

Таким образом,
п  —  я(я  +  1) I 1 _ /  n „ - ,  пп~ х( п+  1)

2 (1 Г " 1 я ( } 2

3. В этом случае

 ̂= П(1 + Мл+ + ЫГ ‘)-ft—о
Если uh ф  1, то

uh ~  *
1 +  Mft+  ••• + uft =  и - Т  *



я - l

D - p U ^ zгU-1 II L.А « 1  “ Л

Если р не взаимно просто с п, a q — их н. о. д. и p — qp{, 
п =  qti\, то

^ 2 я ,я і /я ) р  _  qÏpn,niln —  ß l ip tn  _ _  J _

Множитель и° — 1 равен нулю, и

D — 0.

Если р взаимно просто с п, то все числа u^{h— 0, 1, 
. , / г— 1) различны между собой, ибо

м,° =  uf 4ф 2hpn   21 рп (mod 2л),

и п должно делить произведение (h — 1)р\ но n взаимно просто 
с р, и значит, должно делить h — /, что невозможно, если h ф  I, 
поскольку I h — / J <Г /г. А так как и%= 1Р= 1 ,  то все числа 
и °(/г= 1 , . . . ,  п — 1) различны между собой и отличны от 1; это 
корни из единицы, и стало быть, совпадают с числами «д (с точ­
ностью до порядка). Поэтому

ДМ-Ч-Д («.-'*h—i h ~  1

3.36. Элементы г/г/ произведения АХ  имеют значения

ÿu  =  S v / “ - /)( ( 4п

Члены ôt,j определителя Д„ равны (г +  / — 1)" (где і и / 
принимают значения 1, 2, . . . ,  п +  1); стало быть, мы можем 
положить ôjj =  Pi(Xj), где Xj =  j — 1, что в принятых выше 
обозначениях дает

Д„ =  det Y — (det A) (det X).

Определитель матрицы X есть определитель Вандермонда 
со значениями Xj =  j — 1, и следовательно,

det X  =  П  (і -  ;) =  (я!) \{п -  1)!] . . .  (2!)
І>і

(последовательно берутся члены с і =  п, і =  п — 1, . . . ) .  
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Матрица А коэффициентов многочленов (х +  / )п имеет опре­
делитель

det А —

1 С'пП
2« С12п~1П

Гп~1  
^  п

с г 1 2
1
1

( п +1 ) "  С > + 1 ) '1-1 ••• С «-*(л+  1) 1

1 1 .. 1 1 1

=  С'С2 . . .  Сп~'п п п
2« 2п~х . . 2 1

(п +  1)" (п +  І)”-1 .. п + 1  1

Обозначим последний определитель через а. Если в этом 
определителе сменить порядок столбцов на обратный, то полу­
чится определитель Вандермонда. Но для того чтобы получить 
обратный порядок столбцов, необходимо сделать

п +  ( п -  !) +  ( « -  2 ) +  . . .  + 1  =  І}

перестановок столбцов. Поэтому
1 1 1

а  = ; ( __ і)П(ГС+1)/2 1 2 2 п

1 п + 1  • • ( « +  1)"

і > /

Разности
значит,

і — / — те же, что для определителя матрицы

а  =  ( — 1 ) ' ! < ' , +  1 ) / 2 ( л ! ) [ ( п —  1 ) ! ]  . . .  ( 2 ! ) .

Предыдущие результаты позволяют записать

[ ( « - ! ) ! ]  ••• (2 !))! с ;  . . .  С;;- =
ni

И (п -  1)! '
и, после упрощения,

Дп = (_1)«(«+І)/2 (rt!)«+>.
3.37. Ранг матрицы А равен п — 1, поэтому det Л =  0, и 

АВ =  0.
Если а и b — линейные отображения, соответствующие мат­

рицам А и ß, то образ (ab)(х ) произвольного вектора х равен 
нулю, и значит, образ Ь(х) любого элемента х принадлежит



ядру отображения а, т. е. векторное пространство b (Сп) содер­
жится в ядре отображения а.

Известно, что отображения а и b имеют тот же ранг, что и 
матрицы А, В. А так как а имеет ранг п — 1, то его ядро имеет 
размерность 1. Размерность Ь(Сп), т. е. ранг отображения Ь, 
меньше или равна 1. На самом деле он равен в точности 1, ибо 
по крайней мере один член Aij отличен от нуля (А имеет ранг 
п — 1).

Если А имеет ранг не более п — 2, то все коэффициенты 
Ац  — нули и В — нулевая матрица.

3.38. Уравнения системы (S) выражают тот факт, что числа 
Я,- — нули рациональной дроби /, т. е. нули многочлена в числи­
теле.

Предположим, что числа a, b, с, d, равно как и Я,, различны; 
тогда

* '  ' (а +  и) (Ь +  и) (с +  и) (d +  и)

F есть многочлен 4-й степени, в котором член с наивысшей сте­
пенью равен —м4; поэтому

F (и) — — (и — ЯО (и — Я2) (и — Я3) (и — Я4).
Числа X, у, z, t являются коэффициентами разложения дроби / 
на простейшие; находим

_______ F ( — а)__________ (о +  Яі) (а +  Я2) (а 4- Я3) (а +  Я4)
(Ь — а) (с — а) (d — а) (Ь — а) (с — а) (d — а)

и аналогичные формулы для у, z, t.
И с с л е д о в а н и е .  Если все числа а, Ь, с, d различны и если 

Яі =  Я2, то мы можем определить только три нуля многочле­
на F, а четвертый выбрать произвольно. Система (S) имеет 
решения, зависящие от одной произвольной постоянной. (Ре­
зультат очевиден, поскольку 4 уравнения сводятся к 3.)

Если а — Ь, то числитель дроби / имеет степень только 3, 
и не может иметь четырех нулей; если Яг- различны, то система 
несовместна.

Вообще, если р из четырех чисел а, Ь, с, d совпадают, то не­
сократимая дробь, равная /, имеет числитель и знаменатель 
степени 4 — р. Если число q различных значений Яг- превышает 
4 — р, то задача не имеет решения, поскольку числитель не 
может иметь более 4 — р нулей. Если же q ^  4 — р, то система 
имеет решения, зависящие от 4 — р — q произвольных постоян­
ных. (Эти результаты можно также легко получить путем непо­
средственного исследования системы (5).)

3.39. Легко получаем
£>2 =  а2Ьь
A j =  йіа2аз “Ь Яі̂ г з̂ "Ь а2азЬі +  йз̂ і&г-



Допускаем, что
и— 1

Ai-i —  Il a i -J- 2  ( b i П a ii=l i=l V ІФІ/<Я—1

м-1

(формула установлена для я — 1 = 2  и я — 1 = 3 ).
Для вычисления Dn воспользуемся следующим свойством: 

определитель есть линейная функция столбца (здесь я-го); 
в силу этого свойства

а 1 +  Ь\ Ьі . . .  bl Яі +  by Ьі . . .  Ьі 0

D a = а 2 “Н Ь2 • • • 2̂ + 0>2 “|~ 2̂ . . .  £?2 0

ь п Ьп . . .  Ьп ь п Ьп . . .  ь п а п
= D '+ D "

П  1 П *

Для вычисления первого определителя Dn вычтем элементы 
последнего столбца из элементов остальных столбцов; получим

я, 0 . . . Ь1

Dn — 0 а2 . . .

0 0 . . . Ьп

п - 1

(і \(і2 • . • @п—\Ьп == ЬпИ аі.!= 1

Разлагая второй определитель Dn по элементам последнего 
столбца, получаем D 'n= anDn- 1. Стало быть,

п - 1

Dn — *ЯП  аі +  ап 1

п—1 п- 1 /II а і + 2  ( bi П ü j
1 1=1 \  i Ф i

K n -  1

П at +  2  (bi П ü j )•1 i=1 V і фіK n
Dn имеет то же выражение, что и і (с точностью до замены, 
я — 1 на я), и значит, индукция по я доказывает формулу.

3.40. Определитель матрицы А равен Р(0), и, по условию 
отличен от нуля; значит, А обратима. Получим формулу.

Первый способ. Очевидно, имеем
Л (Л -1- Я / )  =  / - Я Л  =  - я ( л  - і / ) .

Определитель произведения матриц равен произведению оп­
ределителей этих матриц:

det [Л (Л“ 1 -  Я/)] =  (det Л) [det (Л-1 -  Я/)] =  Р (0) R (Я).
При умножении матрицы на р ее определитель умножается 

на р"; поэтому
det [(-Я ) (Л — j  /)] =  ( -  Я)" беі(л -  {  /)  =  ( -1 )"  %пР ( { ) .



Я(0)/?(Л) =  (-1 )»Я ,»я(1 ).

Второй способ. Известно, что если К — подполе поля С, то 
найдется такая обратимая матрица Т, что матрица В — Т~1АТ 
будет треугольной. Элементы Ьц диагонали матрицы В яв­
ляются собственными значениями Л.» матриц А и В, причем каж­
дое повторяется столько раз, какова его кратность. По условию, 
ни одно из кі не равно нулю (мы предположили, что Р ( 0 ) ф  0).

Легко видеть, что ß ' 1 =  Т~1А~ХТ\ стало быть, характеристи­
ческие многочлены матриц В~1 и Л-1 совпадают. Простые вычис­
ления показывают, что диагональные элементы матрицы В 1 
равны 1 /Ьц =  1Д,-; отсюда сразу выводим соотношения для ха­
рактеристического многочлена R матрицы В:

R (ч = (- 1>"П ( > - і )=<-»“П -  х)
а поскольку

п  (Я, -  і )  - ( - І ) - П  ( і  -  я,) =  />( і ) .

f U ,  =  P(0),

то получаем окончательно

R(k) ( ~ l ) n kn P ( \ / l )  
P ( 0 )

3.41. 1. По определению произведения двух матриц, 

ѴА =  ^ а ц ,  2«>г, . . . .

Если А принадлежит Е, то VA — s(A)V.  Обратно, если 
VA =  kV, то сумма 2  й*/ элементов столбца при любом /

І
равна к\ А принадлежит Е , и s (Л) =  к.

2. Покажем, что если А и ß  принадлежат Е, то А — В и AB  
принадлежат Е\ для этого воспользуемся результатом п. 1. 
Имеем

V {А -  В) =  VА -  ѴВ =  s (Л) V -  s (ß) V =  [s ( А) -  s (ß)] V,
К (AB) =  (VA) В =  s(A) VB =  s (Л) s (ß) V.

Тем самым мы установили, что Е — подкольцо кольца s i  и, 
кроме того, что отображение Л->-«(Л) пространства Е в К со­
храняет операции; это отображение есть гомоморфизм кольца. 
Умножим слева на V обе части равенства ЛЛ_1 — /;

V (ЛЛ~>) =  (VA) Л -' =  s (Л) VA- '  =  V.-



А~1 принадлежит E, и
5 (Л -’) sM) *

3. Система уравнений, определяющая собственные векторы,, 
имеет вид

п
Хі — 2  «гI*I — Хх{ =  0 ( / = 1 , 2 , . . . ,  n).

;'=i
Почленное сложение дает

л п /  п \  п п /  п \  п

2  =  2  ( 2  аи х і ) — а 2  Хі — 2 ^ / 2  а„ — а 2  *і —І= 1 і= 1 \/= 1 /  і= 1 /= 1 Ѵі= I / 1=1
л n n

=  S (Л) 2 * /  -  Я 2  Xi =  (s (A) -  X) 2  X{
І= 1 i=l (=1

(используется коммутативность и ассоциативность сложения 
в К). Если X — s(A),  то левые части уравнений удовлетворяют 
линейному соотношению

2 * і =  0;

поэтому система имеет ранг не более (п — 1) и, следовательно, 
обладает ненулевыми решениями; s (Л) есть собственное зна­
чение.

4. Уравнения для собственных векторов, записанные в п. 3, 
позволяют заключить, что

X II Хі 2  а1 )Х j < S i аи  H X, 2  au I X,

Складывая почленно эти неравенства, получаем

| a i 2 u h < s M ) ( 2 i JH l).

I A | <  s (Л).

3.42. 1. Уравнения для собственных векторов имеют вид 
( 1 — А) * +  Зг/ =  О,

Зх — (2 -j- X) у — z  =  О,
— У +  (1 — X) 2 =  0.

Первый случай: X — 1. Система сводится к уравнениям* 
у =  0, z — Зх. Число 1 есть собственное значение, а (I, 0, 3) —  
собственный вектор.



Второй случай-. К ф  1. Исходная система равносильна сле­
дующей системе:

Тогда для получения соответствующих собственных векторов 
одному из переменных, скажем, г, следует задать произвольное 
значение; положим, к примёру, z =  — 1.

Итак, собственные значения равны 1, 3 и —4, а собственные 
векторы, соответствующие этим значениям, есть

(Каждый из этих векторов, очевидно, может быть заменен про­
порциональным вектором.)

Легко видеть, что эти три вектора независимы и составляют 
базис пространства R3, что, впрочем, известно априори, ибо все 
собственные значения различны.

2. Если сопоставить векторам х пространства R3 матрицы X 
с одним столбцом их координат относительно канонического 
базиса пространства, то отвечающее матрице А отображение R3 
в R3, т. е. отображение, матрица которого относительно канони­
ческого базиса пространства R3 равна А, может быть опреде­
лено посредством соотношения

Преобразование координат будет определяться при помощи 
обратимой матрицы Т, и если

X =  ТХ', Y =  TY',

Для того чтобы матрица Т~'АТ была диагональной, необхо­
димо и достаточно, чтобы новые векторы базиса были соб­
ственными векторами, например, Ѵ\, Ѵ2, Ѵ3. В частности,

у =  (1 — Х)г,

z  [ — 9 — (2 +  к) (1 — X) — 1] =  0. 
Коэффициент при z должен равняться нулю, но

Я,2+  К— 12 =  0=фА, =  3 или Х =  — 4.

Y =  AX.

то
Y' =  Т~1АТХ'.

о У



но матрица ТХ\ представляет собой первый столбец матрицы Т\. 
значит, члены этого столбца служат координатами вектора Ѵ\. 
Точно так же, члены второго столбца будут координатами век­
тора Ѵ2, а третьего — вектора Ѵз, и стало быть,

( \  3  3 \
Г =  (Кі | Ѵ2|Ѵз)==( 0 2 —5 1.

Для нахождения Т~л можно вычислить миноры и определитель 
матрицы Т, или, лучше, решить систему

X =  х' -f- Sy' -f- 3z', 
y =  2 y ' - 5 z ' ,  
z — Sx' — у'  — z'.

И в том и в другом случае получаем

т ~ ] =

1
0

3
То 10 / 7 0 21

3
14

1
7

1
14 =  - (  70 V 15 10 - 5

3 1 1
\ 6 - 1 0 - 2

35 7 35

З а м е ч а н и е .  Совершенно очевидно, что Т не единственна. 
Векторы Ѵі, Ѵ2, Ѵз, как мы указывали, были определены лишь 
с точностью до пропорционального множителя и с точностью 
до их порядка. Во всех случаях следует убедиться, что получена 
требуемая матрица Т, т. е. проверить, будут ли ее столбцы со­
стоять из координат собственных векторов матрицы А, а имен­
но, будут ли они пропорциональны исходным векторам Ѵ\, 
Ѵа, Ѵз.
_ П р о в е р к а .  Имеем

АТ =

Т~1АТ
70 0 0 1 0 0

0 2 1 0 0 =  0 3 0

0 0 - 2 8 0  У Ѵо 0 4

Мы получаем диагональную матрицу, каждый член которой яв­
ляется собственным значением относительно собственного век­
тора, имеющего координатами элементы соответствующего 
столбца матрицы Т.

3.43. Задача подобна задаче 3.42, поэтому мы приведем от­
веты без объяснений.



1) Для определения собственных векторов имеем 
(I — Я) X +  у — 0, дс =  (Я— 1 ) г ,

— X +  (2 — Я) у +  2  — О у =  (Л, — 1) X — (А — I)2 z,
* + ( 1  — Я)г =  0, z(2 — Я) [1 +  ( Я -  1)2] =  0.

“Отсюда собственные значения равны: Яі =  2, Яг =  1 +  і, 
Яз =  1 — і, а соответствующие собственные векторы равны

2) Возьмем в качестве Т матрицу с вектор-столбцами Ѵі, 
Ѵ2, Ѵ3; тогда

/ 1 і  - і  \ / О  2 2 \
Т =  1 - 1  - 1  =#7’_1= т (  -2<  - W  1 +  М*Ѵі 1 1/ V 2і -(1 + 0 1— 1 /

3) Матрица
/ 2  0 0 \

Т~1АТ =  ( 0 1 + і 0 ]Ѵо 0 1 - / /
диагональна и каждый ее элемент является собственным значе­
нием, соответствующим собственному вектору, координаты кото­
рого образуют соответствующий столбец матрицы Т.

Как и в задаче 3.42, заметим, что Ѵі, Ѵ2, Ѵ3 могут быть за­
менены пропорциональными векторами и что столбцы мат­
рицы Т могут быть переставлены.

3.44. 1. Если V — собственный вектор, т. е. А(Ѵ) =  ЯК, то
Л2 (V) =  Ä [Ä (К)] =  Ä (XV) =  ЯЛ (К) =  Х2Ѵ,

и индукцией по р получаем Âp (V) =  ХРѴ.
Составив линейную комбинацию этих уравнений, видим, что 

для любого многочлена р ( и в  частности, для f) [р(Л)](К) =  
=  р(Х)Ѵ; отсюда

/(Я) =  0=И /(Л )](К )=0 .
Собственные векторы V, матрицы А образуют базис про­

странства, поскольку все собственные значения различны. 
Ядро отображения f(Ä),  содержащее все векторы Vit со­
держит и порождаемое ими векторное пространство, т. е. все 
пространство, и стало быть, \(Щ — нулевое отображение.

Если р — многочлен, то соответствующим матрице р(А) 
отображением будет р(Л), так как ф есть изоморфизм. В част­



ности, это верно и для многочлена /, поэтому матрица }(А) ото­
бражения f(A) равна нулю.

2. Для того чтобы AB  =  В А или ÄB — В А, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого собственного вектора У* мат­
рицы А

(ÂB) (ѴЦ =  (ВА) (У,).

В самом деле, векторы V, образуют базис пространства О ;  два 
отображения ÄB и BÄ, преобразующие одинаковым образом 
векторы базиса, идентичны. По определению векторов У,-,

(BÄ) (УД =  В (Ä  (У,)] =  В (К,Ѵ,) =  КВ  (У*),
(ÄB) (У,) =  А [В (У,)],

откуда

Ä [ B ( V i)] =  KiB ( V i) ( / = 1 , 2 , ---- п).

Если вектор B(Vj) отличен от нуля, то он является собствен­
ным вектором отображения А, а соответствующее собственное 
значение равно V, но поскольку собственные значения различ­
ны, то каждому из них соответствует одномерное многообразие 
собственных векторов, и В(Ѵ і) пропорционален У,-. Этот ре­
зультат справедлив и для В(Ѵ і), равного нулю, если взять коэф­
фициент пропорциональности равным 0. Следовательно, неза­
висимо от того, равен или не равен нулю вектор 5(У 4),

в  (УО =  mV,.

Это условие, очевидно, и достаточно.
3. Для того чтобы ß  =  g(j4) или 5  =  g (Л), необходимо и 

достаточно, чтобы для любого вектора У/ базиса выполнялось 
равенство В(Ѵі) — [^(ЛЯУ/, а поскольку 0(У*) =  щУ<> [§(Л)](Уг) — 
=  g ( K ) V {, то

Vi =  g(K)  (г== 1, 2, . . л).

Известно, что существует, и притом единственный, много­
член g степени — 1, который при заданных значениях 
принимает п заданных значений р,; таковым является интер­
поляционный многочлен Лагранжа (см. Пизо и Заманский, Ал­
гебра, гл. IV, 5-й раздел). Итак, поставленная задача имеет, и 
притом единственное, решение.

Можно было бы также заметить, что:
а) отображения В, перестановочные с А, образуют л-мерное 

векторное пространство Е над С (В определяется числами 
Рь Р2, • • •, М ;

б) если g — многочлены степени ^ л — 1, то отображения 
g (А) образуют векторное подпространство Е' пространства Е\



в) отображение g (А) может быть нулевым лишь при нуле­
вом g-, достаточно исследовать векторы [g"(Â)](Vf). Следова­
тельно, Е' имеет размерность п и совпадает с Е.

4. Для обратимости матрицы В, или для существования 
обратного отображения В, необходимо и достаточно, чтобы ни 
одно из собственных значений g (Я.,) не обращалось в нуль. Это 
очевидно, если рассматривать матрицу отображения В относи­
тельно базиса Ѵй эта матрица диагональна, и ее элементами яв­
ляются числа gÇki).

Стало быть, чтобы В была обратима, необходимо и доста­
точно, чтобы никакой нуль многочлена / не был нулем g, т. е. 
чтобы f и g  были взаимно просты.

3.45. Собственному значению к соответствует по крайней 
мере один собственный вектор V. Если взять базис, составлен­
ный из вектора V и некоторого другого вектора W, то матрица А 
преобразуется в матрицу

Действительно, элементы первого столбца матрицы А\ являются 
координатами вектора kV — А{Ѵ), если А означает отображе­
ние с матрицей Л; отсюда следует, что матрица А\ имеет вид

но поскольку к — двойное собственное значение, то d =  к.
Наряду с базисом п  =  {У, Щ рассмотрим базис =  

=  {V, kW). Если относительно базиса п  некоторый вектор 
имеет координаты x t и Хг, то относительно базиса т* он будет 
иметь координаты Хі и (\ /k)x2. Поэтому относительно базиса 
отображение А представимо матрицей

т. е. матрицей

При с ф  0, взяв k =  1/с, получим

Утверждается, что



Первое тривиально. Доказательство второго легко осуще­
ствить индукцией по п (при п — 1 это верно) :

V о х п~ 2 J U  х )  \ о Г  )

3.46. 1. Для характеристического многочлена /  матрицы А 
имеем
— f (X) — — det (А — XI) — À3 — 10À2 +  32Л -  32 =  (X -  2) (À —4)2.

Каждому из двух собственных значений соответствует одно­
мерное многообразие собственных векторов, которое можно оп­
ределить при помощи одного из этих векторов: собственному 
значению Х =  2 соответствует собственный вектор Ѵ\ =  (1, 1, 1), 
а X =  4 — собственный вектор Ѵ2 — (1, — 1, 1).

2. Одно из собственных значений матрицы А — двойное; соб­
ственные векторы не образуют базиса в R3. Возьмем в качестве 
векторов базиса векторы Ѵі, Кг, а в качестве третьего вектора 
возьмем, например, третий вектор е3 канонического базиса про­
странства R3.

Первые два столбца преобразованной матрицы В дают ко­
ординаты (в новом базисе) векторов 2Кі и 4К2, преобразован­
ных из Ѵ\ и Ѵ2 отображением К с матрицей А; диагональные 
члены этих столбцов равны 2 и 4, а остальные равны нулю.

Чтобы получить члены третьего столбца матрицы В, нужно 
найти координаты X, Y, Z вектора Ä(e3) относительно нового 
базиса. Для вектора Ä(e3) имеем

А (е3) =  — 5в, +  е2 -  е3 =  XVï +  YV2 +  Ze3.
Выражая векторы нового базиса с помощью векторов eh е2, е3, 
получаем

- 5  =  Х +  Г,
\ = Х  — Y,

-  1 -  X  +  Y +  Z,
или

Х = - 2  
Y =  —3,
Z =  4,

и, таким образом,
/ 2  0 —2 \

В =  I 0 4 - 3  .
ІО  0 4 /

3. Возьмем в качестве третьего вектора базиса новый век­
тор бз =  аѴ\ -f- ЪѴ2'-\-,се3\ коэффициент с не может равняться 
нулю, ибо векторы Ѵі, Ѵ2 и е3 независимы.



Матрица В ', преобразованная из В, получается, как и в п. 2. 
Элементы а, ß, у третьего столбца матрицы В' определяются 
из соотношения

Л(е3) =  2(а — с)Ѵ\ -(- (4 b — Зс) Ѵ2 -f- 4ce3 =  а.Ѵ\ -)- ßV2 H- у з̂- 
Отсюда приходим к системе

а уа =  2 (а — с), а — —- 2 (а -f  с),
$-\-уЬ =  4Ь — Зс, или ß =  — Зс, 

ус — Ас, у =  4,
ибо с ф  0.

Мы хотим, чтобы одно из чисел сс, ß было равно нулю, а вто­
рое 1. Поскольку с ф  0, то ß ф  0; на основании этого положим 
ß =  1; отсюда с = — 1/3, и если теперь положить а — 0, то 
а +  с =  0, а значит, а =  1/3. Число b произвольно; возьмем 
6 = 0 .

Относительно канонического базиса в\, е2, с3 пространства 
векторы нового базиса имеют координаты

Ѵ, =  (1, 1, 1), V2 =  (l, - 1 ,  1), e3 =  ( i- ,  - i ,  0 ),
и матрица В0 имеет вид

/ 2  0 0 \
В0=  0 4 1 .

\ 0  0 4 /
4. Вычисление Во идентично вычислению В п в задаче 3.45; 

легко получаем
/  2п 0 0 \  

ß S =  0 4 п п А п~ х ).
\ 0  0 4 п )

Если Т — матрица, вектор-столбцами которой являются век­
торы Ѵі, Ѵ2 и е3, то, как мы знаем, Т обратима, и

Во= Т ~ ' А Т ;

индукцией по п получаем

Во =  Т~]АпТ
(этот результат, впрочем, уже известен, потому что функция, 
ставящая в соответствие матрице М матрицу Т~]МТ, есть изо­
морфизм кольца (см. Пизо и Заманский, Алгебра, гл. VIII, 3-й 
раздел, § 3)). Итак, имеем

А п =  ТВоТ~\
где матрица Т известна, а матрица получается из нее эле­
ментарным вычислением; матрица А" есть произведение трех 
известных матриц.



3.47. 1. Координаты вектора А(е{) являются элементами 
і-го столбца матрицы Л,

А (et) — ві+і, если і <  п,

Ä (еп) — аФі +  ^ 1̂ 2 +  ••• +  ап_1еп.

Индукцией по целым і легко показывается, что

Л‘ (e1) =  e(+1, если і < п,
Лп (е.) =  Л (еп).

Очевидно,

[НА)][еу) =  Ап {е{) — 2  а,Л‘ {е{) =  Л (еп) — 2  а ^  + ̂ О ,
і=к «=о

[/ (Л)] ы  =  [/ (Л) Лг~Ч h ]  =  [ Л ‘" ‘f (Л)] [е,] =  0.

Отображение /(Л )  переводит в 0 все векторы базиса, т. е. 
является нулевым. Стало быть, его матрица / ( Л ) — нулевая.

2. Ж — подкольцо кольца квадратных матриц порядка п, 
поскольку оно содержит разность и произведение любых двух 
своих элементов:

Р (Л) — <7 (Л) — (р — q) (Л), 
p(A)q(A)  =  pq (Л).

При этом отображение р - ^ р ( А )  кольца многочленов во мно­
жество Ж сохраняет операции; это гомоморфизм кольца, и 
кольцо Ж  коммутативно.

Обозначим через р и q два многочлена из &, а через г — 
произвольный многочлен; имеем

(р — q) (Л) == р (А) — q (Л) =  0 =#> р — q е= &,
(гр) (Л) =  г (Л) р (Л) =  Q =# гр <= &.

Sf есть аддитивная подгруппа, устойчивая относительно любого 
элемента из Ж\ значит, это идеал. Идеал согласно п. 1, со­
держит многочлен f степени п.

3. Характеристический многочлен матрицы Л есть много­
член ер вида

Ф (Я) — det (Л — Я/)

— Я 0 0
1 — я 0
0 1 — я

0 0 .
0 0 а

0 п0
. . .  0 ûj

0 а2

1 Я 2
1 а „ _ , — %



Для вычисления определителя прибавим к первой строке 
элементы остальных строк, умноженные на Я, Я2, , , . ,  Я"-1, что 
даст

0 0 . . . 0 ÜQ -j“ -|- . . .  - f  ап-{Кп~{ — Я"

1 - я  ... 0 1 а.

0 0 . . .  1 — я| а п- 2

0 0 . . . 1 1 а„_і — Я
В первой строке только последний член отличен от нуля; 

его минор (в определителе <р(Я) он отмечен) есть определитель 
треугольной матрицы; значит, он равен произведению диаго­
нальных элементов, т. е. 1, имеем

Ф (Я) =  (— 1 )"+1 (а0 +  аіЯ +  . . .  + а „ _ 1Яя- 1- Г )  =  ( - 1 ) п/(Я).
4. Сначала допустим, что многочлены p u f  взаимно просты. 

Тогда '(теорема Безу) найдутся такие многочлены q и g, что 
pq +  fg — 1- Отображение р-+ р(А)  есть гомоморфизм кольца, 
т. е. сохраняет операции. Стало быть, можем написать

p(A)q(A)  +  f (A)g(A)  =  /  (/ — единичная матрица),
но /(Л) — нулевая матрица, и предыдущее равенство сводится 
к р(Л)<7 (Л)== /; матрица р(А)  обратима.

Если многочлены р и / не являются взаимно простыми, то 
они имеют по крайней мере один общий нуль Яо; как нуль мно­
гочлена / число Яо является собственным значением матрицы Л, 
ему соответствует хотя бы один собственный вектор Fo. Тогда

А (F0) =  Я0Ео =# [р (Л)] (Fo) =  р (Яо) F0 =  0.
Ядро отображения p(Ä) отлично от нуля; p(Ä) не обратимо. 
Матрица р(Л) не обратима; Fo— собственный вектор этой мат­
рицы, а 0 — соответствующее собственное значение.

3.48. 1. Изменению базиса отвечает такая обратимая матри­
ца Т, что матрицы X и X'  с единственным столбцом координат век­
тора F относительно двух базисов связаны соотношением Х — ТХ' 
(см. Пизо и Заманский, Алгебра, гл. VIII, 3-й раздел, § 3).

Матрицу координат п векторов F,- -запишем в виде (Хь Х2, . . .  
. . . ,  Хп)\ это обозначение выражает, что элементы г'-го столбца 
суть элементы матрицы Xt. Тогда правила вычисления матриц 
позволяют заключить, что матрицы (Аі, Х2, . . . ,  Хп) и 
{Х\, Х 2, . . . ,  Хп) из координат векторов F* относительно двух 
рассматриваемых базисов удовлетворяют соотношению

(*„ * 2.........Х п) =  Т(Х'и Х2, . . . ,  Хп),
и значит,

det(A„ Х2, . . . .  Х п) — [det T) [det (AJ, Х'2, . . . .  Ад)].



Определитель из п векторов Ѵі при замене базиса умно­
жается на множитель [det Г]-1.

2. При замене одного ортонормированного базиса другим 
матрица Т ортогональна, и det Г =  ± 1 , а следовательно,

det(A„ А2, . . . .  А „ ) = ±  det(A{, Х'2.........Х'п).
Абсолютное значение определителя из п векторов инвариантно 
относительно такой замены базиса.

Если векторы К,- линейно зависимы, то определитель из этих 
векторов равен нулю и 0 ^  Д  lit где — длины векторов Ѵ{.

Если векторы I/4 независимы, то процесс ортогонализации 
Шмидта (Пизо и Заманский, Алгебра, гл. X, 2-й раздел, § 1) 
позволяет определить такой ортонормированный базис еи что 
для любого і векторные пространства, порожденные векторами 
в\, е2, . . . ,  ві.и Vu V2, . . . ,  Vu совпадают; относительно нового 
базиса координаты вектора Ѵі с индексом, превосходящим і+1> 
равны нулю, и матрица (Аі, . . . ,  Хп) из координат вектора 
Ѵі — треугольная. Определитель матрицы (Хи . . . .  Хп) равен в 
этом случае произведению диагональных членов, и

I det (Xit Х 2, . . . ,  Хп) I =  | хп II х221 . . .  I хпп |.
По определению длины вектора,

/і = j /

I det (Ab X2, * „ ) | =  П и п І < П ' і .i—1 i= 1
3.49. Квадратичная форма со (А) равна нулю в том и только 

том случае, если вектор

2  ХіѴі

является нулевым; для того чтобы со (А) обращалась в нуль, не­
обходимо и достаточно, чтобы векторы Ѵі были линейно зависи­
мы. А так как со (А) ^  0, то первое утверждение п. 1 задачи по­
лучается отсюда логическим отрицанием.

Раскрывая форму со, получаем

ш (А) =  ( І  x tVt) • f  2  =  2  х,х, (Ѵі • Ѵі).

Матрица A = ( V i - V j )  есть матрица квадратичной формы со; 
стало быть, коэффициенты формы равны собственным значениям 
матрицы А, которые будут положительны, поскольку форма со 
положительна.

Для того чтобы « была определенной, необходимо и доста­
точно, чтобы 0 не был собственным значением, тогда все соб­
ственные значения матрицы А будут строго положительны.



Характеристический многочлен det(Л — XI) матрицы А имеет сво­
бодный член det Л; это число равно произведению нулей много­
члена, так как коэффициент при члене Хр наивысшей степени 
равен (—1) р .

Следовательно, для того чтобы со была определенной,'т. е. 
чтобы векторы Ѵ* были независимы, необходимо и достаточно, 
чтобы det А Ф  0. Тогда собственные значения строго положи­
тельны, равно как и их произведение, т. е.

det А >  0.

З а м е ч а н и е .  Можно было бы также взять ортонормирован­
ный базис в векторном подпространстве, порожденном векто­
рами Ѵй если координаты вектора V,- относительно этого базиса 
равны ѵц, то легко показать, что det А равен квадрату опреде­
лителя из векторов Vf.

det А ■
ѵп о,* . . .  0,р

Vpl Ѵр2 • • . Ѵрр

отсюда сразу же получаем искомые результаты.
3.50. 1. Доказательство идентично доказательству неравен­

ства Шварца; имеем
0 <  g (х +  Ху, x-{-Xy) =  g(x,  х) +  2kg (лг, y) +  h2g(x,  у),

откуда
[&(*. y)]2— g{x, x )g(y ,  ÿ ) < 0 .

2. Если g  — определенная форма, то она невырождена. В са­
мом деле, допустим, что линейная форма y -+ g {x ,y )  равна 
нулю:

g (х, у) =  0 \ fy=$g(x,  х) =  0 (если у =  х)=Фх =  0.
Если g  невырождена, то форма x-*~g(x, х) будет определен­

ной. Действительно, пусть g(x ,x )  — 0. На основании неравен­
ства из п. 1, при любом у

\g{x, y))2<:g(x,  x )g(y ,  y ) = 0 = $ g ( x ,  y) = 0 .

Но тогда, по условию, x  =  0.
3. Существует эквивалентность между соотношениями 

g(x, x) =  0 и g(x ,y )  = 0  Чу,  но элементы х, удовлетворяющие 
второму условию, образуют векторное подпространство N. В  са­
мом деле, пусть х  и х'  — два элемента из N и А, — действитель­
ное число;тогда

g(x  — x', у) — g (х, у) — g (х', у) — 0, Чу, 
g{Kx, у) =  Xg (х, у) =  0, ЧУ*

и значит, x  — х'  и Хх являются элементами из N.



4. Проверяем выполнение аксиом группы.
а) Композиция отображений есть ассоциативная операция.
б) Нейтральный элемент (тождественное отображение) при­

надлежит G.
в) Произведение двух отображений из G есть отображение 

из G:
g[aßx, aß//] =  g (a (ßx), a (ß//)] =  g [ßx, $y] =  g(x, y).

2) Всякое отображение a  обратимо, и a -1 является элемен­
том из G. Для проверки этой аксиомы покажем, что ядро ото­
бражения а равно нулю. Если х — элемент ядра отображения а, 
то

ах =  0 =#> g (ах, а у) — g (х, у) =  0 \/у  ==> х =  0.
Следовательно, а*1 существует, и в силу того, что а — элемент 
из G,

g(a~]x, а~'у) =  g[a(a~'x), а (а-1 //)]== g (х, у), 
а это означает, что a -1 œ  G.

3.51. Первая часть. 1. По правилам вычисления внутреннего 
произведения,
Il .V -  (х0 +  Ху) I I2 =  II (* -  Хо) +  Xy\f =

=  \\Х -  Х 0 II2 +  2Ху ■ (х -  Хо) +  Я2II у II2.
Пусть Хо — ближайший к х элемент из F. Если у — вектор 

из F, то это расстояние должно достигать своего минимума при 
X =  0, и тогда член первой степени в трехчлене равен нулю, но

у ■ (х — Хо) =  0 =# у ортогонально (х — х0).
Предположим, что х — х0 ортогонально любому вектору из F. 

Если X) — вектор из F, то Хо— Х\  — тоже вектор из F, и
II X — Хі II2 =  II (х — Хо) +  (*0 — *|) I I2 =  II* — *0 I I2 +  II *0 — *1 I I 2 ,  

откуда ||х — ХіІІ >  Их — х0||.
Последнее неравенство, кроме того, показывает, что если 

II* — *оІІ — минимальное расстояние между вектором х и векто­
рами из F, а значит, вектор х — х0 ортогонален любому вектору 
из F, то не существует другого вектора Х\ ,  для которого расстоя­
ние ||х — XiII было бы равно ||х — х0||.

2. Возьмем в F ортонормированный базис в\, . . . ,  еп и по­
ложим

П
Хо == \і&і'1=1

Для того чтобы вектор х — Хо был ортогонален всем векто­
рам из F, необходимо и достаточно, чтобы он был ортогонален 
векторам базиса F, именно, еи , еп. Итак, получаем урав­
нения

(* Хо) • ßh== 0 (k == 1, 2, . . . ,  п),



X ■ ek =  х0 - ek =  Ik {k — \, 2, . . . ,  n).

Таким образом,
П

Xo =  2  (* • ek)ek.ft=i

Вторая часть. 1. Отображение (x, у) -+ x-y  множества E у  E 
в R, очевидно, билинейно и симметрично (свойства интеграла, 
коммутативность произведения функций); оно будет внутренним 
произведением, если к тому же окажется, что квадратичная 
форма х-х  — положительно определенная.

Предположим, что
2я

x - x =  J  [х (̂ )J2 dt =  0.
о

Функция x2 непрерывна и положительна; если ее интеграл равен 
нулю, то она равна нулю. (Пизо и Заманский, Анализ, гл. IV,
3-й раздел, § 4). Итак, если х-х  =  0, то х есть нулевой элемент 
из Е, а следовательно, х-х  — определенная квадратичная форма, 

Е — евклидово пространство с нормой

11* 1 1 = /* -* [x(t)]2d t .

Это пространство имеет бесконечную размерность, поскольку 
элементы 1, cos kt, sin ht независимы. Доказательство этому бу­
дет получено в и. 2; оно будет основано на том факте, что по­
парно ортогональные ненулевые элементы независимы.

2. Функции 1, cos kt, sin ht ( k ^ N ,  Ii œ N) ортогональны:

2 я 2я

J  1 • cos kt dt =  ]0 — 0, J* 1 • sin ht dt =  SSlhL  ̂ _  g(

2я 2я

J  cos kt cos ht dt =  J  —s ̂ k ^ cos ^ dt =  0, если k Ф  h,

l si
0
2я

sin kt sin ht dt = cos (k — h)t — cos (k +  h) t dt =  0, если k Ф  h,

_2n 2л
Г «. . , , ,, Г sin (h +  k) t — sin {h — k) t ,, Лcos kt sin ht dt =  I — — -— — 2-----1------ — dt — 0.



Вычислим нормы этих функций:
2 Я

J I dt =  2я=ф|| 11| = / 2 я,

2я 2я

J  cos**kt dt =  J* 1 +  c°s2fe< dt =  n ^ \ \ c o s k t \ \ = V n ,

2я
0
2я

J sin 2htdt =  j  - — ^  _  я -ф y gin ht ||= } Л т .
о о

3. Достаточно применить результат из п. 2 первой части, за­
метив, что ортонормированный базис пространства F состоит из 
2п 1 функций ек вида

e2k(t) =  ~ = f  ( ! < & < « ) ,

е2Л-1 (0 1
Положим

ЛГ0(0

sin ht 
Ÿ  Я

(1 <  /г <  п).

=0 , ѴТ .. cos kt . ѵт s*n h
b y ;ft=i ft=l

Коэффициенты |ft и тід определяются по формулам:
2я

Іо =  X • бо : — X (и) й?М, я у
2я

\ k — x -e2k =  -pL- J  x («) cos ku du,

2я

Л/г: X  • e2f t - i  =  - p = -  J*  *  ( u ) s i n  hu du,

и значит,
2я

x0 (̂ ) ~  2я J  *  (“ ) +  2  -cô  J  X (u) cos ku du +
0 ft=l о

n p

+  ^  —я— J X  (u) sin hu du.
ft=1 0

Определенный таким образом тригонометрический полином х0 
из всех полиномов n-го порядка доставляет минимум расстоянию



||v — .Voll; это расстояние называется среднеквадратическим 
уклонением (полинома ѵ0 от функции ѵ). Легко видеть, что

I I  X  I I2 =  I I  Ѵо +  (ѵ -  Ѵо) I I2 =  I l  V o  I I2 +  I l  v -  v0 I I 2 ,
2я n n

Il JC -  Vo II2 =  Il V II2 -  Il Vo II2 =  J  V2 (0  d t  — Ц  -  ^  Ц  -  V  r,2.
O fc= l  h =  1

3.52. 1. Вопрос о размерности пространства E выясняется 
тем же путем, что и в задаче 3.51 (вторая часть, п. 1), к которой 
мы и отсылаем.

Применим процесс ортогонализацни Шмидта (Пизо и За- 
манский, Алгебра, гл. X, 2-й раздел, § 2), используя для опреде­
ления последовательности элементов Ѵр последовательность 
векторных подпространств Ер многочленов степени <  р.

E I имеет базис, состоящий из одного элемента 1, норма ко­
торого есть единица:

Допустим, что пространство Ер (р ^  1) обладает ортонорми- 
рованным базисом Uh (0 ^  k ^  р — 1), где многочлен [Д имеет 
степень k. Тогда можно найти такие постоянные Яг-, чтобы много­
член

A — tp -\- 2  k
fc=0

был ортогонален элементам £/*; для этого необходимо и доста­
точно, чтобы

А - и к =  ( У ) - и к +  Кк =  0 ( 0 < й < / > - 1 ) .
Полученный таким путем многочлен А не равен нулю, по­

скольку tp не принадлежит пространству Е р, порожденному эле­
ментами Uh (0 ^  k ^  р — 1). Многочлен А/ЦАЦ составляет вме­
сте с и к базис пространства Ер+І, ибо любой многочлен из Ер+1 
является линейной комбинацией функций t p и [Д, а значит, 
функций А/ЦАЦ и Uh с индексом k <  р.

Можно положить и р — А/\\А\\, и индукция проведена пол­
ностью.

Точно так же индукцией убеждаемся, что Up — единственный 
многочлен с точностью до знака. Действительно, {Д, будучи еди­
ничным базисом в Е\, может равняться только ± 1 . Допустим, 
что результат установлен для всех k ^  р — 1, и пусть В — мно­
гочлен из Ер+1, составляющий вместе с многочленами Uh, где 
k ^  р — 1 (или с им противоположными многочленами, что не 
меняет дела), ортонормированный базис в Ер+і. В как элемент 
пространства Ер+Х может быть выражен при помощи базиса £Д:

В =  2  Ьки к;о



при этом
В • Uk =  0=Ф&£ =  0, если I,

І |Я ||= ІІ^ р !І=  1 =#| ôp 1=  1 или b p = ±  1, 
что и следовало установить.

2. Построим векторы (/,• с помощью процесса, используемого 
при доказательстве их существования. Уже известно, что U0=  1. 
Рассмотрим многочлен А { =  t +  W Q — t -f- К. Имеем

1

• U0 =  t • и 0 +  h =  Y  j  td t  +  h — k — Q,
-1

1

114,11* =  y

t/. Л,
M ill

= * У з .
Точно так же,

A2 — t2-\- hoUo -f- Л,!/,,
I

A2-U0 =  t2-U0 +  h =  Y  \ i2dt +  h =  \  +  h =  0,
-1

1
Лг • =  2̂ • +  я,, = y  J г3У з  d/ +  A,, =  a,, =  0,

A2 =  t2-
l

-1
4

45 ’

U2 A* _  3 УІГ ( л  1

3. Доказательство проведем индукцией по р. Для того чтобы 
Up был ортогонален любому многочлену степени <  р, необхо­
димо и достаточно, чтобы Up был ортогонален U0, U\, . Up-\, 
и тогда, как мы видели (конец п. 2), существует единственный 
с точностью до знака многочлен из Ер+и удовлетворяющий этим 
условиям и имеющий норму, равную 1. Применяя р раз форму­
лу интегрирования по частям, получаем 

1J x ( t ) y ^ ( t ) d t  =
-I

' р - l  T l  1

2  ( -  l)ft *(ft) (0 y{p- k~l) (t) +  ( -  l)p J  xP  (t) y {t) dt.
- ft=0 J —l , _i



Если взять в качестве у многочлен (х2— 1)р, то произвол* 
ные от у порядка меньше или равного р — 1 обратятся в нуль 
в точках —1 и 1; все слагаемые в квадратных скобках имеют 
множителем одну из этих производных, и значит, равны нулю; 
поэтому

1 1
J  * (0 \ w ^  ~  И  dt =  { - \ y  \  X(') (t)(t2-  1)' dt. (R)

- 1  - I

Если X — многочлен степени ■< р, то производная равна 
нулю, и

Если выбрать константу ир, так, чтобы многочлен

ир ~dW — * ̂

имел норму, равную 1, то этот многочлен будет удовлетворять 
характеристическим свойствам многочлена Uv\ и следовательно, 
он равен ± £ /р. Итак,

и  — J0-
и р ~ ~ и р d t p (t2 — 1)р, если dP

dtpA t 2- \ y

Возьмем в соотношении (Я) в качестве х многочлен 
d p (t2 — 1 ) p j d t p \ для него

j2p
х { Р ) = - ^ Ѵ 2 -  1)Р==2р!,

откуда

2 Ц -^ -(/2- І>/’Г =  (_ І ) І ' J  (2̂ (/2~ 1)р d t  — (— l ) p (2р!)/р.
-1

Интегрируя по частям, получаем
1 1/* =  J 012 -  l)ft d t  =  [t (/2 -  -  J 2k t 2 ( t 2 -  l)*-1 d t  =

=  —2 k  (/* + I k - 1),
что дает следующее соотношение между Ік и /*_і :

(2* +  1) /* =  -  2

Перемножая почленно эти соотношения для 1 ^  k  ^  р, находим

Л, =  ( - ! ) '
2 • 4 . . .  2р ,  о / 1 (2 • 4 . . .  2р)2

Ь З . . .  (2 р +  1) (2 р + 1 )І *



а” ,*  2PfP!) _  I
dtp ' I l  V î p  +  1 V 2 p + I I up Г

отсюда, в частности, при р — 1 и р =  2, получаем U\ и U2.
4. Индукцией по k покажем, что при k ^  р производная k-то 

порядка от C{t) =  (і2— 1)p имеет по крайней мере k различ­
ных нулей в интервале ]—1, 1[. Для k — 0 утверждение справед­
ливо, Допустим, что оно доказано для (k — 1)-й производной 
С**-1). По предположению, эта производная имеет в интервале 
]—1, 1[ по крайней мере k — 1 нулей; —1 и 1 тоже являются ну­
лями производной Эти k +  1 нулей создают k интервалов,
внутри каждого из которых лежит хотя бы один нуль производ­
ной от т. е. 0 4  и эти нули различны; CW имеет в ] — 1, 1[
по крайней мере k различных нулей.

Задавая k значение р, видим, что Up имеет в ] — 1, 1[ по край­
ней мере р различных нулей, а так как Up имеет степень р, то 
все нули многочлена 0 Р действительны и заключены между 
— 1 и 1.

3.53. 1. Если <д(л') — ф(х, х), то
© (■* +  У) =  Ф (х +  у, X +  у) =

=  ф(х, х) +  ф(х, у) +  ч(у ,  х) +  ф(р, у), 
<а(х — у) =  ц>(х — у, х — у) =

=  ф(х, х) ф (х, у) — у (у, х) +  у (у ,  у), 
© (* +  У) — © (х — у) =  2 [ф (х, р) +  ф(у, х ) ]= 4 ф (х ,  у).

Итак, для определения билинейной симметрической формы ф 
достаточно задать форму ю.

2. Положительно определенная квадратичная форма и по­
зволяет определить в Rn структуру евклидова пространства Е, 
внутренним произведением двух векторов х и у которого служит 
ф(х, у). Необходимо заметить, что это не та структура, которая 
обычно рассматривается; в частности, здесь канонический базис 
пространства Яп уже не обязан быть ортонормированным 
(в смысле ф).

Если выбрать в Е ортонормированный базис щ и обозначить 
через g* и г|і координаты векторов х и  у относительно базиса 
щ, то

П

ф (*, У) =  Ъ  ІіЧі,і— 1

Ф(*> #) == 2  аг/Ё.Л/,

где матрица (ац) снова симметрична.
Теперь может быть применена теория приведения квадра­

тичных форм. Согласно этой теории найдется новый базис о,-,



ортонормированный в смысле внутреннего произведения ср и та­
кой, что ф приводится к сумме квадратов. Обозначим через 
и хі координаты векторов х и  у  относительно базиса у,-; формы 
Ф и ф принимают вид

П
ф (х, у) =  'ïiі=1

&(у) =  '2>ь$<г$ъ(х, у ) =  S  Ьі&х і .і= 1 і= 1
3. Из полученных выражений следует, что

П
Ф (х, у) — Аф (X, у ) = Ъ  (Аі — А) £іХі .' і= і

Стало быть, для того чтобы форма ф — Аф была вырожден­
ной, необходимо и достаточно, чтобы А было равно одному из 
чисел А,-; при этом

Ф(*, о/) — АіфОс, ü/) =  0, у*;

если все числа А,- различны, то это свойство характеризует ѵ{.
Если А и В — матрицы форм ф и ф относительно некоторого 

базиса пространства Rn, скажем, канонического, и если Х и  Y — 
матрицы с единственным столбцом координат векторов х и у 
относительно этого базиса, то можно написать

ф (х, у) — Аф {х, у) =  ‘Х(В  — A A) Y.

Для того чтобы форма ф — Тар была вырожденной, необхо­
димо и достаточно, чтобы ядро отображения В — KÄ, соответ­
ствующего матрице В — %А, имело размерность по крайней 
мере 1, и значит,

det ( В — АЛ) =  0.

Числа Ai являются корнями этого уравнения; если все они 
различны, то ядро отображения В — AÄ есть пространство раз­
мерности 1, и вектор Ѵі есть один из векторов этого простран­
ства; тем самым он полностью определен (с точностью до коэф­
фициента пропорциональности).

4. Результаты п. 2 получены без каких-либо предположений 
об ©; значит, эти рассуждения будут справедливы и в том слу­
чае, когда квадратичная форма со не будет определенной. До­
пустим, что относительно базиса и*

Ф (X, у) =  2  PiÇiXb Ф (х, у) =  2  р&і%ь

Форма ф — Аф будет вырождена при значениях А; =  рг/щ, и эти 
значения обращают в нуль det(ß  — Аі4).



Если © (х) =  х\ — х\ и Q (х) =  2х, х2, то

А ■
1 О 
О —1 В

det (В — %А) — det

:)■
=  - ( 1  +  X2).

Значение к не существует, и задача не имеет решения.
3.54. Условие необходимо, ибо если векторы Ä(Ui) попарно 

ортогональны и если
П

X =  \iU-i,

М (х ) ||2 =
п

2  liÀ(ui)i=i

2 n

=  S  lïll Л(и,) II2.i=1
Обратно, предположим, что

x = % h u t =¥\\Ä(x) ||2= І л Д 2.
і= і і= 1 1 1

Внутреннее произведение Ä(x)-Ä(y)  определяет симметриче­
скую билинейную форму, которая порождает квадратичную 
форму ||А(х)||2; следовательно, это билинейная симметрическая 
форма, соответствующая ||1 (х)||2, так как известно, что эта фор­
ма единственна.

П П

Таким образом, если х = 2 і і « і  и у =  ^ і г\іиі, то
<=1 і= і

А(х) ■ Ä (у) =  2  К і і Ці.
1

В частности,

А («,) • Ä  (Uj) — 0, если і-ф j.
Искомые векторы Ц; составляют ортонормированный базис 

пространства, относительно которого квадратичная форма 
х->- \\Ä(x) II2 приводится к сумме квадратов. Но мы знаем, что 
всегда найдется хотя бы один такой базис и что векторы этого 
базиса являются собственными векторами симметрической ма­
трицы квадратичной формы.

Если X — матрица со столбцом координат вектора х  относи­
тельно заданного базиса, то квадратичная форма х -И |Я (х)[|2 
может быть определена как

II Ä  (х) II2 =  Л (х) ■ А (х) =  *(АХ) АХ =  ‘Х'ААХ.
Матрица 1АА является симметрической: 

%‘АА) =  ‘А \ 1А) =  1АА.



Таким образом, векторы ы* суть собственные векторы сим­
метрической матрицы ХАА.

3.55. 1. Свойство очевидно; достаточно заметить, что 
у  е  Е  и у'  <= Е =# ф (л:, у  — у') =  <р {х, у) — q> (*, у') =  О, 
у  <= £  и Л Œ С =#> ф (лг, Яг/) =  Àqp (л:, у) — 0.

2. Известно, что
2ф (дс, у) =  со (лт —j— у) (о {х) со (г/);

отсюда

2ф (х, у) =  2  {[/і (* +  у)]2 — (*) — fi (У)} =1=1

=  І  {[/< (*) +  h m 2 -  fi (X) -  fi (г/)}>
t= * l

и стало быть,
p

qp (x, y ) = ' 2 i k  {x) it (y).i=* 1
Формы по условию, независимы; для того чтобы ф (х,у ) — 0 

при любом x, необходимо и достаточно, чтобы
h(y) =  0 (/= 1,2 ,...,/»).

Векторы у, являющиеся решением этой системы, образуют 
векторное пространство размерности п — р; по определению, это 
есть пространство Е. Итак,

п — р — dim Е, или р =  п — dim Е.
Число р форм U определяется свойствами формы ф; следова­

тельно, оно одно и то же для всех представлений формы ф.
3. Следуя условию задачи, проведем индукцию по п.
Для С1 результат очевиден:

и» (г) =  az2 =  (az)2,
если а  — одно из двух чисел, удовлетворяющих условию а 2 =  а. 

Допустим, что он доказан для Сп_1.
Выразим квадратичную форму и при помощи координат 

*і, х2.........хп вектора х и сначала предположим, что и содержит
член с хП‘ Имеем

/1—1
<й (*) =  а п, пХ1 +  2 2  а и пХіХп +  2  а ІХіХІ “

+  2  аі.іХіХі*
i<n
І<п

n— I

=  an,»*U
«bn

i = l



В квадратичной форме
2  O-ijXiXf 

і  <  п 
І<п

уже содержатся лишь координаты с индексом, меньшим или рав­
ным п — 1; стало быть, ее можно рассматривать как форму £2 
на С„_ 1 и применить к ней результат, установленный для С„_і; 
существуют такие р независимых линейных форм /{, что

0 =  2  1\{х).

Если а  — один из квадратных корней из числа ап, п, то пер* 
вый член в разложении со(л:) будет квадратом формы / вида

I

форма I независима от форм U, участвующих в разложении Q, 
ибо только I содержит переменное хп.

Если со не содержит члена с Хп, но содержит член с 
хт (m ^  tt)> т0 предыдущее рассуждение применимо с заменой 
Хп на хт.

Наконец, если со не содержит квадратов, то она содержит 
хотя бы один отличный от нуля член aijXiXj, и замена перемен­
ных

, хі + хі , хі ~ хі
Xi— 2 Xt 2

преобразует этот член в а,-/ (х? — xf) ;  остальные члены из со 
не содержат */я. Следовательно, после замены переменного в со 
имеется квадратичный член, и все сводится к предыдущему.

3.56. Предположим, что

© to  =  2  /• ( х )  — 2  f] ( х )  =  2  g • ( х )  — 2  g] to ;і=1 і=Л+1 і=1 i=k+1 ( 1)

р есть общее число форм / г- или gi (одно и то же для двух раз­
биений, что следует из б), h и k — числа коэффициентов е, рав­
ных 1 в обоих разбиениях; предположим h ^  k (в случае необ­
ходимости следует изменить порядок разложений).

Из уравнения (1) следует

2  f \ М  +  2  g\ to  =  2  f] (x) + 2  g*t (x). (2)i=1 i=k+t i—h+1 (=1
Левая часть (2) содержит p — k'-\-h — p — (k — h) линей­

ных форм; стало быть, общие нули этих форм составляют век­
торное пространство размерности, большей или равной



п — [р — (k — h)] =  п — р +  {k — h) (равенство достигается или 
нет в зависимости от того, будут ли формы независимыми).

Векторы из Е обращают в нуль левую часть (2), а значит, 
и правую часть, и следовательно, все формы правой части, по­
скольку правая часть представляет собой сумму квадратов. Та­
ким образом, векторы из Е обращают в нуль все формы /у, а так 
как эти формы независимы, то размерность пространства Е не 
превышает п — р.

Окончательно,
п — р +  {k — h) <1 dim E ^ . n  — р,

и следовательно, k — h ^  0, что при сделанном предположении 
влечет h =  k.

В разложении квадратичной формы со на Rn на сумму квад* 
ратов независимых форм число положительных квадратов и чис­
ло отрицательных квадратов являются инвариантами.



ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 
ОДНОГО ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО; 

НЕПРЕРЫВНОСТЬ; ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ. 
ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Задачи данного раздела опираются на главы I—III книги III, а также 
на главу I и первый раздел главы IV книги IV Курса математики Ш. Пизо 
и М. Заманского.

Для изучения функций помимо общей теории требуется еще и некото­
рый запас сведений технического характера; поэтому помещенные здесь за­
дачи предполагают знание определений и правил вычисления символов о и Ö, 
а также асимптотического разложения функций. Для большего разнообразия 
задач тригонометрические функции и их обратные используются задолго до 
определения, следующего только после определения комплексной показатель­
ной функции; свойства этих функций всем хорошо известны и, кроме того, 
будут в дальнейшем изложены.

Этот раздел разбит на две главы. Первая существенным образом опи­
рается на понятия верхней и нижней грани, предела и свойств непрерывных 
функций и содержит простые примеры равномерно сходящихся функциональ­
ных последовательностей. Во второй главе изучаются свойства производных 
и применение этих свойств к исследованию функций (поведение, отыскание 
асимптотических разложений и пределов, и т. д.).

Прежде всего следует подчеркнуть, что при решении задач необходима 
аккуратность и строгость, т. е. рассуждения должны быть полными, должно 
быть тщательно проверено выполнение условий применяемых теорем и ка­
ждый этап решения должен быть обоснован. Только при выполнении этих 
требований можно понять определения и усвоить теоремы в их точной фор­
мулировке, что в значительной мере облегчит дальнейшее изучение анализа. 
Наконец, напомним некоторые результаты из курса, относящиеся к этому 
разделу.

Критерий Коши: для сходимости последовательности х а необходимо и 
достаточно, чтобы двойная последовательность х р — xq имела предел 0. 
Мажорированная (ограниченная сверху) возрастающая последовательность 
сходится, н ее предел равен верхней грани множества членов последователь­
ности.

Возможны три эквивалентных определения предела функции (Пизо и За- 
манский, Анализ, гл. Ill, 1-й раздел, § 3), и в зависимости от задачи нужно 
использовать то или другое из них. В частности, во многих случаях Оказы­
вается удобным определение при помощи сходящихся счетных последова­
тельностей: для того чтобы в точке х0 функция f имела предел I, необходимо 
и достаточно, чтобы для любой последовательности х„, сходящейся к х*>



(Хп Ф  xss), последовательность f ( x „ ) сходилась к I. То же самое можно 
заметить и по поводу определения непрерывности функции при некотором 
значении Хо, поскольку тогда функция f должна иметь в х0 предел f(x0).

Напомним свойства непрерывных функций на замкнутом интервале [а, Ь]. 
Образ ограниченного замкнутого множества ограничен и замкнут; следова­
тельно, он содержит его грани или, иными словами, непрерывная функция 
достигает своей верхней и нижней грани (теорема максимума). Образ интер­
вала есть интервал; в частности, если у і и уг — два значения функции, то 
любое значение, заключенное между у і и уг, также является значением функ­
ции (теорема о промежуточных значениях).

Монотонные функции при любом значении х имеют предел справа и пре­
дел слева; если f возрастает, то

f (х +  0) =  inf f( t) ,  f (x : — 0) =  sup f( t) .
t >  X t <  X

Понятие равномерной сходимости на интервале /  часто используется как 
в курсе, так и в задачах; поэтому оно заслуживает серьезного изучения. 
Определить его можно двумя эквивалентными способами:

Ѵе З/Ѵ, независящее от x œ I,  такое, что п >  Л '=^| fn (х) — f  (х) | <  е,
Ѵв 3 N, такое, что

n > N = ^ \ \ fn — f|| =  sup | f n ( x ) - f ( x ) | < e .
J E /

Второв определение, вообще говоря, удобнее, ибо ||f„ — fil есть число, и 
стало быть, его изучение является изучением числовой последовательности; 
в первом же определении, напротив, каждому значению х соответствует бес­
конечно много возможных чисел N, и надо показать, что среди всех этих 
чисел найдутся такие, которые годятся для всех i s l .  Часто будет исполь­
зоваться также критерий Коши: последовательность f„ равномерно сходится 
в том и только том случае, если двойная последовательность ||fp — f,|| схо­
дится к 0. Необходимо заметить, что норма ||f|| зависит от рассматриваемого 
интервала /.

Дифференциальное обозначение (дифференциалом дифференцируемой
функции f называется" величина df — f'(x)dx)  делает вычисление дифферен­
циала сложных функций особенно простым:

d (g • f ) =  g' (f (X)] f ' (x) dx =  g' [f (*)] df.
Таким образом, дифференциал записывается одинаково, будет ли f перемен­
ным или функцией. Так,

rf(tg х/2) 
tg х/2

1
tg х/2

1
cos2 х/2 d 4-  =

1 1 dx _ dx
tg x/2 cos2 х/2 2 sin X '

Имеются две формулы Тейлора, формально похожие, но по существу 
совершенно различные, ибо области их применения не имеют ничего общего, 
а именно:

формула, обобщающая теорему о конечных приращениях, справедливая 
в том случае, когда функция п раз дифференцируема на [а, х],

f  (х) =  f (а) +  (х — a) f '  (а) +  . . .  +  (* ^ fl)" fW  (с)
(см. задачи 4.42 и 4.47), и

формула, имеющая целью нахождение пределов или вычисление асимпто­
тических разложений,

f (х) =  f (а) +  (х — a) f '  (а) +  . . .  + / (П) (а) +  о [(х -  я Л ,



с единственным уточнением, что остаток есть о[(х— а )п], т. е. частное от 
деления этого остатка на (х — а )п стремится к 0, когда х стремится к а 
(задачи 4.40, 4.44, 4.45, 4.46 и 4.49).

Часто бывает удобно выражать все логарифмические функции при помощи 
натурального (неперова) логарифма, а показательные функции— при помощи 
показательной функции с основанием е:

logo X ■■ ln X
In а ’ ах — ех *па.

Для отыскания пределов необходимо знать, что при а > 0 І п  X -> О, a

—— -> +  оо, когда X -*■ +  °о; х а Іп х 0 , когда х -*■ 0 .
X

Символы Ландау о и О: говорят, что при х, стремящемся к х0 справа, 
а) функция h есть o(f),  или h =  o(f),  если, каково бы ни было в >  0, 

найдется такое Хі >  х0, что

х0<  х <  Xi=^| h (х) I <  в I f (х) I ;

б) функция h есть 0( f ) ,  или h =  0( f ) ,  если существует такое число 
Хі >  Хо и такая постоянная М,  что

х0 <  X <  X] [ Л (дс) I <  М I f (х) I .

Аналогичные определения могут быть сформулированы для х, стремяще­
гося к Хо слева, просто стремящегося к Хо пли стремящегося к ±  <х>. 

Наиболее употребительными являются следующие свойства:

Л =  оШ=>Л =  0 ( а
o(f )  +  o( f )  =  o(f),  0 ( f )  +  0 ( f ) =* 0 ( f ) ,

o ( f ) 0 ( g )  =  o(fg),  0 ( f ) 0 ( g )  =  0( fg) .
o ( f ) o ( g )  =  o(fg),

O [O (f)} =  O [o (f)) =  о (f), O [O (f) =  O (f).

Форма записи свойств — символическая, и мы поясним два из них. 
Соотношение o(f) + o ( f )  — o(f) означает: когда х стремится к х0 справа 

(к примеру), то
hi =  o( f )  и h2 =  o ( f ) ^ h ,  +  h2 =  o(f).

Соотношение 0[o(f)] =  o(f) означает: когда х стремится к +  оо (к при­
меру), то

h = 0 ( g )  и g =  о ( f ) ^ h  — o(f).

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

I. Ограниченные множества. Последовательности, пределы, 
непрерывные функции. Равномерная сходимость

4.01. 1. Даны два действительных числа а п Ь. Допустим, 
что для любого числа х >  b выполняется неравенство а ^  х. 
Показать, что а ^  Ь.

2. Если последовательность ип имеет предел I и если для лю­
бого X > Ь, начиная с некоторого п, имеет место неравенство 
ип ^ X, то предел I меньше или равен Ь.



4 .0 2 .  Пусть А и В — непустые множества действительных чи- 
сел, причем А мажорировано, а В содержится в А.

Показать, что В также мажорировано, и sup В ^  sup Л.
4 .0 3 .  Пусть А и В — непустые ограниченные множества дей­

ствительных чисел.
Показать, что A U В ограничено и

sup {A U В) =  шах (sup A, sup В), 
inf (Л U В) =  min (inf Л, inf В).

Прилоокения. 1) Последовательность х п действительных чи­
сел, имеющая предел /, ограничена.

2) Непрерывное отображение / интервала [0, +  оо [ в R, 
имеющее в +  оо предел /, ограничено.

4 .0 4 . Пусть Л и В — непустые ограниченные множества дей­
ствительных чисел.

Показать, что Л (1 В ограничено и
шах (inf Л, inf В) ^  inf (Л П В) ^  sup (Л (1 В) ^  min (sup Л, sup В)

Привести пример, когда неравенства будут строгими (можно 
в качестве Л и В взять конечные множества).

4 .0 5 .  1. Пусть Л и В — непустые мажорированные множества 
действительных чисел и пусть множество С определено следую­
щим образом:

х е С ( Ф з ^ е Л  и ^  В\ z  =  х-\-У-
Показать, что С мажорировано и что

sup С =  sup Л +  sup В.
2. Можно ли получить аналогичный результат для множе­

ства D =  AB  — всевозможных произведений элементов множе­
ства Л на элементы множества В ?

3. Если / и g  — мажорированные отображения множества X 
в R, то отображение /  +  g мажорировано, и

sup (/ +  g ) <  sup /  +  sup g.

Привести пример, чтобы неравенство было строгим.
4 .0 6 . Рассмотрим функцию /, определенную на R следующим 

образом:
/ (0) =  0,

/(х) =  -і-, если X рационально и ф  0, 

f(x) =  x, если X иррационально.
1. Показать, что функция { есть биекция R на себя.
2. Показать, что функция /  непрерывна только для двух зна­

чений аргумента,



4.07. Рассмотрим отображение f  замкнутого интервала [a, b] 
в R, непрерывное в каждой точке интервала, и число у, заклю­
ченное между f(a) и f(b).

1. Определим два множества А и В условиями
X е  А фф а <  X <  b и f { x ) < y ,  
х ( = В ^ $ а < х < Ь  и f ( x ) > y .

Показать, что А и В — открытые множества (множество Е 
открыто, если любой элемент из Е служит центром некоторого 
открытого интервала, содержащегося в Е).

2. Показать, что множество f~l (y), т. е- множество чисел 
X е  [а, Ь\, являющихся решениями уравнения f(x) =  у, непусто 
и имеет наибольший и наименьший элемент.

4.08. 1. Упростить выражение

" . - £ ( т ~ г Ыfc=1
и показать, что последовательность ип сходится.

Используя критерий Коши, показать, что последовательность
П

ѵ- ==' 1 ( т - т т т ) ѣіпкак=1
сходится (а — заданный параметр).

2. Рассмотрим функцию f, определенную на интервале ]0, 1] 
следующими условиями:

а) /(  1) =  1.
б) / непрерывна в каждой точке из ]0, 1],
в) сужение f  на интервал [ k ]  ̂у , (k — произвольное 

целое число) есть линейная функция вида
f  (а:) — X s i n  ka +  ск 

(где Ck означает постоянную).
1) Построить график сужения f на интервал [Vs. 1], если 

а  =  л/4.
2) Показать, что последовательность f(l /n)  сходится.
3) Показать, что функция f имеет в точке 0 предел.
3. Пусть функция g  определена на ] 0, 1] и пусть существует 

такая постоянная М, что для любой пары х ,х '  чисел из ]0, 1]

g (*0 — g (х) <  М I л:' — л: |.
1) Показать, что функция f из п. 2 удовлетворяет этому ус­

ловию.
2) Будут ли верны результаты вопросов 2) и 3) из п. 2 для 

функции g?



4.09. 1. Рассмотрим возрастающую последовательность ип и 
убывающую последовательность ѵп и предположим, что ип ^  ѵп, 
каково бы ни было п.

Показать, что последовательность ип и ѵп сходятся и что 
Ііщ ип -S Нш ѵп.

Если при этом последовательности ѵп—ип имеют пределом 0, 
то обе последовательности «„ и ѵп имеют один и тот же предел.

2. Применить предыдущие результаты к последовательно­
стям ип и ѵп, определенным заданием членов и0 и Ѵо (0 <  u0 <  
<С üo) и формулами

! Г--------- и п +  Ѵпun+l У Un^tu Vn + 1 «

4.10. Изучение■ рекуррентных последовательностей. Пусть 
функция / определена и непрерывна на интервале [а, Ь]. Опре­
делим последовательность, задавая член и0 и рекуррентное соот­
ношение

Последовательность будет определена только в предположе­
нии, что все числа ип принадлежат интервалу [а, Ь]. Решение ка­
ждой конкретной задачи необходимо начать с проверки именно 
этого условия, что осуществляется, как правило, по индукции.

1. Если функция f возрастает, то последовательность ип 
монотонна и имеет предел и, который служит корнем уравнения 
« =  / ( “ )■

2. Если функция ./ убывает, то подпоследовательности и2п 
членов с четными индексами и и2п+\ — с нечетными — будут 
сходящимися монотонными последовательностями.

3. Применить предыдущие результаты к изучению конкрет­
ных последовательностей ип, ѵп и wn вида

ио =  0, 

t > o  =  0 ,

.. __ Мл- 1  +  1
« л -.+  2 ’

ѵп == cosü„_„

wn ==  (1 -

4.11. Эта задача тоже содержит исследование рекуррентной 
последовательности, но в предположениях, отличных от предпо­
ложений задачи 4.10, и имеет скорее теоретический, чем практи­
ческий интерес.

Обозначим через / такое отображение замкнутого интервала 
[a, b] в себя, что, каковы бы ни были и и у из [а, Ь], 
\ f(u) — f ( v ) \ < \ u  — v\.

1. Показать, что / — непрерывное отображение и что урав- 
I нение

/(/) =  /



имеет, и притом единственное, решение Ѳ (исследовать поведе­
ние функции t -+ f( t )  — t ) .

2. Определим рекуррентную последовательность хп заданием 
члена лг0 и соотношением

Х п /  (Х п —\).

а) Показать, что последовательность \хп — Ѳ| убывает и 
имеет предел I.

б) Показать, что из последовательности х п можно выделить 
подпоследовательность, сходящуюся к Ѳ +  ві, где е, в зависимо­
сти от случая, равно -f-1 или —1.

в) Доказать равенство
I / (Ѳ +  е/) — Ѳ I =  /

и вывести отсюда, что / =  0, и значит, последовательность хп 
имеет предел Ѳ.

4.12. Пример не элементарной функции, удовлетворяющей 
условиям задачи 4.11. Напомним, что последовательность

п п

Ып =  S  k ( k +  1) k +  1 )t t
имеет пределом 1.

1. Применяя критерий Коши, показать, что последователь­
ность функций S n вида

Я
ç. , . у і  sin kt

— 2j  k2(k + 1)
*=1

имеет предел S,
2. Показать, что если и ф  ѵ, то

I S (ѵ) — S (и) I <  I а — и |.
Вывести отсюда, что функция t - ^ S ( t )  на [—я, я] удовлетворяет 
условиям задачи 4.11.

4.13. 1. Если последовательность х„ с действительными чле­
нами имеет предел I, то последовательность

__  * 1  +  * 2  +  • • • +  хпУп п
тоже имеет предел I.

2. Если последовательность хп+і — х п имеет предел /, то по­
следовательность x j n  тоже имеет предел /.

3. В этом пункте предполагаются известными свойства лога­
рифмических и показательных функций.

Если последовательность хп с положительными членамиП _______
имеет предел / > 0 ,  то последовательность Y х у . . .  хп тоже 
имеет предел I.



Если А'„ — последовательность с положительными членами, 
а последовательность х п+і/хп имеет предел /, то последователь-

П _
ность у  хп тоже имеет предел /.

4. Исследовать на сходимость и найти предел (если таковой 
существует) последовательностей

и = 1  +  J -4 -  + JL =  y J _
• " « ^  2« ^  ^  л* Z à  рп ’Р=1

=  ] /« 3 +  Я2 — 1 •

4.14. Определим функцию /, отображающую интервал [0, 1] 
в R следующим образом:

f(x) — 0, если X иррационально, 
f(x) — l/q, если х рационально, отлично

от нуля и равно несократимой дроби p!q\

п  0) =  1.

Показать, что функция / разрывна в х0, если х0 рационально, 
и непрерывна, если значение хо иррационально (можно пока­
зать, что найдется лишь конечное число значений х, для кото­
рых /(х) ^  е >  0).

Показать, что если х0 рационально, то функция f(x) имеет в 
Хо предел справа и предел слева.

4.15. Показать непосредственным вычислением, не используя 
общие теоремьц что функция f, определенная на интервале [0, 1] 
как /(х) =  |/х ,  равномерно непрерывна.

4.16. Если функция /, определенная и возрастающая на ин­
тервале [я, Ь], принимает хотя бы один раз все значения, заклю­
ченные между f(a) и f(b),  то она непрерывна для всех значений 
из [а, Ь\.

Построить пример, показывающий, что предыдущий резуль­
тат неверен для функций, не являющихся монотонными.

4.17. 1. Поставим в соответствие каждому числу Ѳ (0 Ѳ ^  
sg: л) число X =  2cos Ѳ. Показать индукцией по /г, что относя х 
число у =  2cos п Ѳ, мы определяем на [—2, 2] функцию Л„, яв­
ляющуюся многочленом (таким образом, у =  Л„(х)) ;  показать, 
что в Л„ член наивысшей степени равен х".

2. Показать, что нули многочленов Л„ — 2 и Лп -f- 2 действи­
тельны и принадлежат интервалу [—2, 2].

3. Показать, что если f есть функция, определенная и непре­
рывная на интервале [—2,2], и если | / ( х ) | < 2  для любого 
x œ [—2,2], то функция f — Л„ обращается в нуль по крайней 
мере п раз на этом интервале.



4. Показать, что если F — многочлен, старший член которого- 
имеет коэффициент 1, то в интервале [—2,2] найдется хотя бы 
одно такое число с, что |.F(c) | ^  2.

5. Показать, что если G — многочлен со старшим членом х п, 
то на любом интервале [a, b] функция |G | принимает по крайней
мере одно значение, большее или равное 2 4 а j . Вывести
отсюда, что на любом интервале [a, b] колебание функции G по 
меньшей мере равно 4 I—^— I .

Колебание функции G есть число(о= sup G(x)— inf G (х).

4.18. Задачи на символы о и О и эквивалентность решаются 
без привлечения теории производных. (Об эквивалентности и 
символах о и О см. Пизо и Заманский, книга IV, гл. I, § 1.)

1. Предположим, что и — действительная функция числового 
переменного х, определенная в некоторой окрестности точки 0, и 
что и(х) стремится к нулю, когда х стремится к нулю.

Применяя формулу бинома, показать, что
(1 +  и)п =  1 +  пи +  О (и2).

Вывести из этого, что

уТ Т ~ и  =  \ + ± + 0 { и \

2. Найти при X,  стремящемся к нулю, простые эквивалент' 
ные функции для функций / и g, определенных формулами

f (х) =  У і  +  2х +  З*2- У 1 +  X +  X2,

g (х) =  V 1 +  X +  X2 — У  1 +  X.

4.19. 1. Показать, что при х, стремящемся к нулю,

ctg* =  7  +  °(1)

(предполагается, что известно неравенство | sin х| <  |х | <  |tgx |)„ 
2. Найти условие, при котором функция /, определенная ра­

венством
П

f (х) =  2  а* ctg kx,

имеет конечный предел, когда х стремится к нулю, и вычислить 
этот предел (а^ — заданные действительные числа).

4.20. 1. Доказать индукцией по п, что при х >  1
Xя >  1 + я ( х —  1).

Найти предел последовательности х п, если х — заданное поло* 
жительное число.



2. Показать, что последовательность функций /„:
fn (x) =  xn, 0 X ^  1,

равномерно сходится на любом интервале [О, Л] (0 <  h <  1).
3. Показать, что не существует такого числа N, что для лю­

бого X е  [0 ,1[
п > N f„. (х) <  е.

Будет ли последовательность функций /„ равномерно схо­
диться на интервале [0, 1]? Можно ли установить этот результат 
без вычислений?

4. Показать, что последовательность функций gn:
gn (x) =  xn(\ — х), 0 < х < 1 ,

равномерно сходится на интервале [0, 1] к нулевой функции.
4.21. Определим на интервале [—я/2, я/2] последовательность 

функций ип следующим образом:
щ(х) =  х, «„ (л:) =  sin [«п-i (дс)].

Показать, что последовательность функций ип равномерно 
сходится на [—я/2, я/2] к нулю.

4.22. Определим последовательность функций /„ на R со зна­
чениями в R равенством

f (г\ _  (* +  і)2я+1 +  ( * -  і)2я+1
' " Х { x + l f n + l _ { x _ l )2»+І • 1 2 3

1. Показать, что функция f n непрерывна и нечетна. Иссле­
довать ее поведение (можно воспользоваться представлением /„ 
в виде суперпозиции более простых функций).

2. Показать, что найдутся такие постоянные а и Ь, что 
fn (*) — (ох +  b) стремится к нулю, когда х стремится к ±  оо, 
и построить график функции

3. Показать, что для любого х  последовательность fn (x) 
имеет предел f(x) ,  и доказать, что сходимость последовательно­
сти функций fn к f равномерна на любом интервале [а, Ь], концы 
a, b которого имеют (строго) одинаковые знаки.

Будет ли сходимость равномерной на интервале [—а, а]?
4.23. 1. Обозначим через f действительную функцию, опреде­

ленную и непрерывную на интервале [а, Ь], а через и и ѵ — два 
числа из интервала [а, Ь].

Найти формулу многочлена I первой степени, принимающего 
в точках и п V значения f(u) и f(v) .  Показать, что каждому зна­
чению х Œ [и, о] соответствует по крайней мере одно такое зна­
чение I  Œ [и, Ѵ], ЧТО

l ( x ) = f  (і).
Наконец, показать, что если «  — колебание функции /  на интер­
вале [и, ѵ\, то

sup 11 (х) — f (х) (0.
и < X < о



2. Обозначим через Л множество непрерывных функций À, 
обладающих следующим свойством:

каждой функции X соответствует такое конечное разбиение
а — х0 < хх < х2 <  . . .  <  лг„_! < х п =  Ь

интервала [а, b], что сужение функции X на каждый из интерва­
лов [х,-, хі+і] этого разбиения есть многочлен первой степени или 
постоянная.

Доказать, что Л есть векторное пространство над R. Охарак­
теризовать график функции X.

3. Показать, что всякая непрерывная функция на [а, b] есть 
равномерный предел последовательности функций из Л.

4.24. Отнесем каждому действительному числу х целую 
часть Е(х),

Е (х) ̂  X < 1 + Е (х),
и положим

X  —  Е (х) =  D ( * ) .

1. Показать, что функция D — периодическая, указать зна­
чения, при которых она непрерывна, и доказать, что на любом 
конечном интервале функция D — ярусная.

2. Рассмотрим последовательность функций ип вида

ft=i
Показать, что эта последовательность равномерно сходится 

на множестве R действительных чисел (можно применить кри­
терий Коши); предельная функция будет обозначаться через и.

3. Показать, что функция и непрерывна в любой иррацио­
нальной точке.

4. Показать, что функция и имеет левый предел и(х0 — 0) и 
правый предел «(хо +  0) для любого рационального значения 
Хо и что

и (х0 — 0) =  lim ип (х0 — 0), и (лс0 +  0) =  lim «„ (хй +  0).
Наконец, доказать, что функция и непрерывна справа и раз­
рывна слева в каждой рациональной точке.

4.25. Рассмотрим действительную функцию /, определенную 
и непрерывную на множестве R действительных чисел и такую, 
что

I / {х) 1 <  I X I для всех X ф  0.
1. Показать, что /(0) =  0.
2. Зададим числа е и М, 0 •< в •< М. Показать, что суще­

ствует такое число k <  1, что
I /  (х) I ̂  k 1 X 1 для е ^  I X I ̂  М.



Построить пример, показывающий, что на всем интервале 
Ï—М, М\ такое свойство не выполняется.

3. Рассмотрим последовательность функций

/о (х) =  f (X), fi (х) =  f [fo (*)].........fn+ 1 (x) =  f Un (*)]•
Пусть числа е й  M удовлетворяют неравенствам 0 <  е <  М, 

a k — число, определенное в п. 2. Показать, что
I x М =#>| /„ (х) шах(е, kn+lM).

(Рассуждать по индукции относительно п, различая два случая:
\ f n ( x ) \ <  Е и \ f n { x ) \ ^ s  г.)

Отсюда заключить, что последовательность функций /„ рав­
номерно сходится к нулю на интервале \х \ ^  М.

4.26. Рассмотрим функцию f, определенную на [0, 1/я] сле­
дующим образом:

f  (x) — sin-i-, если x ф  0;

f ( 0 )  =  yo (уо — заданное действительное число).
1. Исследовать функцию f  на непрерывность.
2. Показать, что не существует такой ступенчатой функции q>, 

что

I / (х) — ер (x) I <  у , V* е  [0, 1/я].

Вывести отсюда, что f  не является ярусной функцией на [0, 1/я]. 
Можно ли получить этот результат независимо?

II. Показательная функция и ее производные. Логарифм 
и другие простейшие элементарные функции

4.27. Предположим, что функция f  определена и непрерывна 
на интервале [а, Ь](а <  Ь), дифференцируема на интервале ]а, b] 
и производная / ' имеет предел /, когда х  стремится к а справа. 
Показать, что /  имеет в а правую производную, равную I. При­
мер: а =  0, b —  я, / (х) =  Y x  sin x.

4.28. Показать, что функция f ,  определенная на [0, 1/я] как

/ (х) — x2 cos- J , если x Ф  0, /(0) =  0, дифференцируема.

Вывести отсюда, что производная ярусной функции не всегда 
будет ярусной функцией (можно применить результат зада­
чи 4.26).

4.29. 1. Исследовать поведение функций / и g:

1 W «<*> =  “«= s i " /w .



2. Показать, что g  дифференцируема всюду, кроме, быть мо­
жет, значений - / 2  и |/2 ,  и вычислить ее производную g'.

Показать, что g имеет в точках - / 2  и Y 2 правую и ле­
вую производную, применив для этого либо непосредственное 
вычисление, либо результат задачи 4.27.

Построить график функции g.
4.30. Рассмотрим функцию f вида

/M  =  ^ 4  +  2 a r c t g - ^ ,

определенную для тех значений х, для которых это выражение 
имеет смысл.

1. Указать, для каких х функция / определена, непрерывна 
и дифференцируема, и вычислить производную / ' функции / в 
этих точках.

Исследовать поведение и построить график функции /.
2. Показать, что (п — 1)-я производная функция / есть ра­

циональная дробь:

f n- ])(x) = Ап (х) 
(*2 +  1)"

и что числитель А п есть многочлен степени п.
Показать, что все нули многочлена А п действительны и раз­

личны, исследуя для этого, скажем, поведение последовательных 
производных.

4.31. Пусть заданы два числа а и а  и пусть
а >  1.

1. Исследовать вопрос о числе положительных корней урав­
нения

ах =  ха.
2. Показать, что уравнение

„X
а а —  X

имеет те же корни, что и уравнение а* =  х, и отсюда получить 
число решений этого уравнения.

4.32. Исследовать поведение и построить график функции 
определенной для х >  0 равенством

/ (*) = Xх.

4.33. Пусть т и п — два заданных действительных числа; 
исследуются положительные решения (х, у) системы

х * + у - - и п ,

уХ+у — хт, Ѵ '
не считая очевидного решения (1, 1).



1. Показать, что если т и п  имеют противоположные знаки, 
то система (S) не имеет решений.

2. Показать, что для положительных т и п, кроме несколь­
ких частных значений, система (S) имеет решение, отличное 
от (1, 1).

3. Показать, что если т и п  отрицательны, то, в зависимости 
от значений т и п ,  система не имеет решения или как исключе­
ние имеет одно или два решения, отличные от решения (1, 1),

4.34. 1. Обозначим через f функцию, определенную на интер­
вале [a, b] и выпуклую, a через р, (t =  1, 2, . . . ,  п) — строго

П
положительные числа, сумма 2  Рі которых равна 1.

і=і
Показать, что

/ ( И  2  P i f ( x t).
V=1 / І= 1

2. Показать, что если а  >  1, то функция f, определенная
для х ^ О  равенством f ( x )  =  х а, выпуклая, и доказать, что если 
Xi, х2............х п — строго положительные числа, то

( !« ) '<  "’ - ' ( 1 4
Может ли здесь достигаться равенство?

3. Показать, что если а >  1, то

! ■ *  < ( ! * . ) * •
где Xu х2, . . . ,  х п снова строго положительны.

4.35. Обозначим через х, у,  а,  ß строго положительные числа 
и допустим, что а  +  ß =  1.

1. Показать, что
х ау$ ^  а х  +  ßp.

При каких условиях достигается равенство?
2. Применить предыдущий результат к парам значений

аѴа ь\®
Хі - “ t у I £ (* 11 2 ri)

и полученные неравенства почленно сложить.
Показать, что при надлежащем выборе чисел а и b полу­

чаем

| а А  « ( І а ! ' “
а

2  Г
ß

4.36. 1. Рассмотрим функцию f, определенную, непрерывную 
и дифференцируемую на замкнутом интервале [xi, xj\ и отнесем 
ей две функции <р и ф:



Ф определена на ]хь х2] равенством

Ф М
f ( x )  — f ( x і) . 

„ »

ф определена на [хь Хг[ равенством

Ф (х) f ( x ) - f ( x 2) ' 
X —  х г

Показать, что можно выбрать значения ф(хі) и г|? (дсг) так, 
чтобы функции ф и ф были определены и непрерывны на [хь х2].

Показать, что если т — число, заключенное строго между 
/'(х і) и f '{x2), то хотя бы одно из двух уравнений

Ф (х) =  т, ф (х) =  m
имеет решение.

2. Пусть функция / определена, непрерывна и дифференци­
руема на замкнутом интервале [а, Ь]. Показать, что если произ­
водная функция f' принимает значения а, ß, то она принимает 
и все значения, заключенные между ними.

3. Пусть функция f удовлетворяет условиям п. 2 и, кроме 
того, выпуклая; показать, что ее производная f' — непрерывная 
функция.

4.37. Если функция f определена на интервале, содержащем 
внутри точку Хо, и если отношение

f (*0 +  fl) —  f (x0 —  h)
2 h

имеет предел, когда h стремится к нулю, то этот предел назы­
вается симметрической производной функции / в точке х0 и обо­
значается f's (x0).

1. Показать, что если функция / имеет в Хо отдельно правую 
и левую производные, то она имеет в этой точке и симметриче­
скую производную.

2. Показать, что функция f со значениями / ( 0 ) = 0  и 
/(x) =  xsin-^-, если X ф  0, не имеет в нуле ни правой, ни левой
производной, но имеет симметрическую производную.

3. Показать, что если функция / возрастает и имеет симмет­
рическую производную, то эта производная положительна.

4. Показать, что если функции / и g  непрерывны для значе­
ния Хо и имеют при этом значении симметрические производные, 
то сумма f +  g  и произведение fg  также имеют при Хо симмет­
рические производные; вычислить эти симметрические произ­
водные.

4.38. В этой задаче предполагается известным определение 
симметрической производной функции, данное в задаче 4.37, и 
свойства симметрической производной, доказываемые в пп. 1 и 4 
той же задачи.



1. Обозначим через ф функцию, определенную и непрерыв­
ную на замкнутом интервале [хи х2] и обладающую симметриче­
ской производной в любой точке из ]хи х2[. Кроме того, пред­
полагаем, что

Хі < х 2 и <р (jc,) >  ф (х2).
Числу X, удовлетворяющему двойному неравенству ф(хі) >  

>  À >  ф(х2) , ставим в соответствие множество £ \  таких чисел 
X  е  [хи х2], ЧТО ф(х) >  X.

Показать, что верхняя грань множества Е\  удовлетворяет 
двойному неравенству Х\ <  \  <  х2 и что в любом содержа­
щем I открытом интервале найдутся такие числа и и ѵ, что 
Ф(и) >  X, ф(у) ^  X.

Вывести отсюда, что
ф ( ! ) = а, ф; ш < о.

2. Предположим, что функция / определена и непрерывна 
на замкнутом интервале [а, b] и в любой точке из )а, Ь[ обла­
дает строго положительной симметрической производной. Пока­
зать, скажем, рассуждением от противного, что функция / воз­
растает.

3. Предположим, что функция /, определенная и непрерыв­
ная на интервале [а, Ь], имеет для каждого значения х е  ]а, Ь[ 
симметрическую производную f's (x). Обозначим через Х\  и х2 
такие два числа, что а ^  Х\ <  х2 ^  Ь.

Показать, что если существует такое число k, что для лю­
бого X  е  ]а, Ь[ имеем f's ( x ) < k ,  то

f(x2) —7 (* і) < *  (х2 — Хі).
Более того, если симметрическая производная функции 

ограничена на ]я, Ь[ и имеет верхнюю грань М и нижнюю 
грань т, то

т (х2 — х , ) <  / {х2) — / (*,) <  М {х2 — x t).
В частности, вывести отсюда, что если / ' ( х ) ^  0, то функ­

ция f строго возрастает, кроме того случая, когда найдется 
интервал, в каждой точке которого / ' =  0.

4.39. 1. Показать, что функция /  со значениями f(x) =  ^ r ~ ,
если 0 <  X  «с; я/2, и /(0) =  1, непрерывна и дифференцируема 
на замкнутом интервале [0, я/2]; вычислить ее производную.

2. Показать, что если 0 ^  х ^  я/2, то
2х ^

—  ^  s m  X ^  X.я ^

(Эти неравенства часто применяются при оценке сверху или 
снизу тригонометрических функций.)



4.40. Простые примеры использования асимптотических раз­
ложений для отыскания эквивалентных функций и пределов. 

1. Найти предел при х, стремящемся к нулю, выражения
arc tg X — sin X 
tg X — arc sin X

2. Найти при X, стремящемся к нулю, предел / функции f 
вида

f(x) =  -j \n 1

и предел выражения
f ( x ) - l

X

(Предел функции / при х, стремящемся к оо, будет найден 
в следующей задаче при помощи метода, не требующего привле­
чения асимптотических разложений.)

3. Найти коэффициенты а и Ь, при которых функция g со 
значениями

* ( * )  =  c o s * - l ± £
при X, стремящемся к нулю, была бы бесконечно малой наибо­
лее высокого порядка, и найти в этом случае главную часть 
функции g.

4. Найти предел при х, стремящемся к оо, функции h вида

а м = * [ т -  ы ы т
4.41. 1. Показать, что если функции f u g  при х, стремя­

щемся к Хо (или при X, стремящемся к ± о о ) ,  обе стремятся к 
,Ч-оо или обе стремятся к нулю и при этом эквивалентны, то 
функции In / и In g  тоже эквивалентны.

2. Показать, что если х стремится к '+ о о ,  то функции 
Іп (ех — 1) и In ех эквивалентны, и найти предел функции /  вида

4.42. Показать, что для любого х >  О

х - ^ < \ п ( 1  +  х ) < х - ^ -  +  ^ - ,

1 + | *  +  ! -* 2 - - п г < ( І + * ) Ѵг< 1 + T je +  T JC*-
4.43. Найти предел последовательности с общим членом

«Й- П ( і  + -^ т ) ( 1 + - |г )  ••• (і + - £ ) •  •• (і + -£ )*
р=і



4 .4 4 .  1. Пусть
g(jt) =  cosl/jf, если х > 0 ,  
h(x) — c h V —x ,  если ' х  <  0 .

Показать, что функции g и h непрерывны и имеют производ­
ные 1-го и 2 -го порядка; вычислить эти производные.

2. Пусть функция / определена следующим образом: 
f(x) =  g(x),  если X >  0 ; / ( 0 ) =  1; /(*) =  h(x),  если х <  0 .

Показать, что функция /  непрерывна и дважды дифферен­
цируема для всех значений х, и показать, что ее производные 
связаны соотношением

4х/"(х) +  2/'(х) +  /(х) =  0.
4 .4 5 . Рассмотрим функцию /, определенную на интервалах 

]0 , 1[ и ] 1, +оо[ формулой

1. Показать, что если /(0) и /(1) выбраны надлежащим об­
разом, то функция / непрерывна и дифференцируема для лю­
бого значения х  ^  0 .

2. Исследовать поведение и построить график функции /.
4 .4 6 . Функция /  определяется как / (х) =   ̂^  , если

X ф  0, и /(0) =  0.
1. Показать, что функция / непрерывна и имеет правую и 

левую производные для всех действительных значений х.
2. Исследовать поведение функции f .

3. Найти при X, стремящемся к ±оо, асимптотическое раз­
ложение порядка 2 функции /  по степеням l /х.  Построить гра^ 
фик функции /.

4 .4 7 .  1. Обозначим через /  непрерывную функцию, беско­
нечно дифференцируемую на замкнутом интервале [а, Ь], содер­
жащем 0 , и предположим, что для любого целого п

/<") (0) == 0, sup I /(") (де) К  п\ kn,

где k — заданное число.
Показать, что / обращается в нуль на [—1 /А, \]k], и вывести 

отсюда, что / обращается в нуль на [а, Ь\ (использовать фор­
мулу Маклорена).

2. Пример ненулевой бесконечно дифференцируемой функ­
ции, у которой все производные в нуле обращаются в нуль. Оп­
ределяем функцию g  как g  (х) =  е~ 'ІХ\  если х ф  0 , и g (0 ) = 0 .

Показать, что g  бесконечно дифференцируема всюду, кроме, 
быть может, точки 0 , и что

ё {П) { x ) = G n [ ± ) e - ' i * \



где Gn — многочлен; вывести отсюда, что функция имеет 
в нуле предел 0 .

Наконец, доказать, что g имеет в нуле производные всех по­
рядков, равные нулю.

4.48. Решение уравнений методом возвратных последователь­
ностей. В этой задаче будут использоваться результаты задачи 
4.10. Предположим, что функция / непрерывна и дифференци­
руема на замкнутом интервале [а, Ь\ и что уравнение

x =  f(x)
имеет единственный корень Хо.

Построим последовательность ип, исходя из заданного 
щ (а ^  «о ^  Ь) и рекуррентного соотношения

=  /(«„_ і).
1. Показать, что если для любого х  е  [а, b]

то ип при любом п принадлежит [a, b], a затем — что последо­
вательность ип монотонна и имеет предел Хо.

2. Показать, что если для любого х œ  [a, b]
-  к / ' ^ к о

и если и'і е  [а, Ь\, то ип при любом п принадлежит [а, Ь], две 
последовательности с общим членом и2п и и2п+і монотонны и 
сходятся к корням уравнения

x =  (fof) (х).
Наконец, показать, что это уравнение имеет лишь один ко­

рень, если — 1 < / '( * )  или даже (что несколько труднее), если 
1(х)  может принимать значение —1, но не существует интер­
вала, на котором f'(x) =  —1.

3. Показать, что последовательность ип не сходится к лг0, 
если в окрестности точки Хо нижняя грань функции |/ ' |  больше 
или равна 1.

4. Предположим, что
sup \ f '  {x)\ =  k <  1.

о<дс<Ь
Найти мажоранту для \ип — Хо| как функцию от b — a, k и п,

5. Найти с точностью до 10_3 решение уравнения
X =  32 sin40o X +  80 — /  (х),

где sin4oo* означает, что берется синус дуги, для которой х  
есть ее измерение в градах (можно было бы также написать 
sin пх/200 , что означало бы меру рассматриваемой дуги в ра­
дианах).



4.49. Частные случаи предыдущей задачи. (Они представ­
ляют теоретический интерес, но, в противоположность предыду­
щему, не имеют приложения к численному анализу.)

Предположим, что функция / определена, непрерывна и 
имеет непрерывные производные вплоть до 3-го порядка в 
окрестности значения х0, удовлетворяющего уравнению х0 =  
=  /(*о).

Снова определяем возвратную последовательность ип по­
средством соотношения ип — f (un-\) и задания члена н0; будем 
всегда предполагать и0 достаточно близким к Хо, чтобы условия, 
необходимые для рассуждения, выполнялись на интервале 
[чо, *о].

1. Показать, что если

/'(*> )=  1, f"(x о )> 0 ,
то при uo <  Хо последовательность ип имеет предел Хо, а при 
и0 >  х0 задача теряет смысл.

Что можно утверждать, если // (х0) =  1 и f" (x0) <  О?
2. Показать, что если

П*о) =  1, î" (x  о) =  0 ,
то последовательность ип сходится к Хо, если / '" ( х о ) < 0 , и не 
имеет предела, если f'"(x0) >  0 .

3. Применить предыдущие результаты к функции / ° / ,  при 
условии f ' (x0) =  —1.

4. Предположим, что f дифференцируема в окрестности точ­
ки X] и имеет в х\ вторую производную. Найти при х -ѵ х і пре­
дел выражения

1_____________ 1
f ( x )  —  f  ( * і )  ( х  —  X i ) / ' ( * , )

Вывести отсюда, что если / '(х 0) =  1, f"(x  0) > 0  и и0 <  лг0, то

5. Предположим, что / дважды дифференцируема в . окрест­
ности точки Хи имеет в х\ третью производную и f"(x і ) = 0 ; 
найти в этом случае предел при х-^-хі выражения

1 1
[ / ( * ) - / ( * , ) ] *  [ ( Х - Х , ) Г ( Х , ) ] *  •

Вывести отсюда, что если f ' (x0) =  1, /"(х0) =  0 и f '"(x0) <  0, то

6 . Что можно утверждать, если / '(х 0) =  — 1?
4.50. 1. Показать, что если функция <р непрерывна и диффе­

ренцируема на [а, Ь] вплоть до n-го порядка и обращается в



нуль для п +  1 различных значений из [а, Ь], то ее п-я произ­
водная обращается на ]а, Ь[ в нуль по крайней мере один раз.

2 . Обозначим через / функцию, непрерывную и дифференци­
руемую на [а, b] вплоть до п-го порядка, а через А — многочлен 
степени, не превосходящей п — 1, принимающий для п различ­
ных точек из [а, Ь], скажем, хь х% . . . ,  х„, то же значение, что 
и /  (относительно существования многочлена А см. Пизо и За- 
манский, Алгебра, гл. IV, 5-й раздел).

Показать, что любому значению х  е  [а, b] соответствует хотя 
бы одно такое число с ]а, Ь[, что

/ (х) — А (х) =  {х ~  Хп) /(») (с).

Для этого можно рассмотреть функцию ф вида
<p(t) =  f ( Q - A ( t ) - C ( t - x , )  . . .  ( t - x n),

где С — надлежащим образом выбранная постоянная.
3. Показать, что если а >  1, р >  0 и 0 <  х <  1, то

О <  loga (р +  х) — loga р — * [loge (Р +  1) — loga р] <

< X (1 — х)
2р ~ logae < iogae

8 р2 *

Приложение. В таблицах логарифмов приводятся десятич­
ные логарифмы целых чисел, заключенных между ІО3 и ІО4. Ука­
зать мажоранту Д погрешности, полученной при вычислении 
логарифма интерполяцией, т. е. когда в качестве приближенного 
значения выражения log!0 (р +  х) — log10 р берется xflogio (р-Ь 
+  1) — logiop].

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

4.01. 1. Докажем от противного. Если верно обратное, то 
есть если а >  Ь, то найдется хотя бы одно действительное чис­
ло Хо, заключенное строго между а и Ь, и стало быть, удовлетво­
ряющее условиям

х0>  Ь и а >  х0>
что является отрицанием условий задачи.

2. Исключая конечное число членов, получаем последова­
тельность, сходящуюся к тому же пределу, поэтому можно счи­
тать, что ип ^  X, начиная с некоторого п, а это, как известно, 
влечет / ^  х (продолжение неравенств). Тогда неравенство 
/ X, верное для любого числа х >  Ь, в силу п. 1 влечет I ^  Ь.

4.02. Любая мажоранта множества А будет мажорантой и 
множества В\ а мажорированное множество В имеет верхнюю 
грань. Наименьшая мажоранта А, т. е. sup А, является мажо­
рантой В, и значит, больше или равна наименьшей мажоранты 
множества В, т. е. sup В.



4.03. Будем предполагать, что sup sup Л; это влечет

max (sup Л, 5ирЛ)==зирЛ.
Число sup Л будет мажорантой множества Л; оно будет ма­

жорантой и множества В, поскольку оно больше или равно 
sup ß; поэтому оно не меньше любого элемента из Л U ß. Мно­
жество Л U ß, мажорированное числом sup Л, имеет верхнюю 
грань, равную наименьшей из мажорант,

sup (Л U В) ^  sup Л.
Но Л содержится в Л U В, и следовательно (задача 4.02),

sup Л ^  sup (Л U В).
Исследование относительно inf (Л U В) проводится анало­

гично. Однако можно также рассмотреть множества А'  и В', 
состоящие из элементов, противоположных элементам из Л и В, 
и воспользовавшись соотношениями

inf Л =  -  sup Л', . . .  , (Л U В)' =  A'  U В',
применить уже полученный результат для верхней грани.

Приложения. 1) По определению предела последовательно­
сти, найдется такое число п0, что

п >  tt0=#>| хп — I 1 <  1.
Стало быть, множество Л элементов х„ с номером п >  п0 огра­
ничено. Множество В элементов хп с номером п ^  п0 конечно, 
а значит, ограничено. Множество всех членов последовательно­
сти есть множество Л U ß; оно ограничено как объединение 
двух ограниченных множеств.

2) По определению предела функции в -f-oo, найдется такое 
число Хо, что

X >  Х0=ф| f(x) —  / I <  1.

Множество Л =  /(]х0, +оо[), таким образом, ограничено. Функ­
ция f непрерывна на замкнутом интервале [0 , Хо]; значит, она 
ограничена на этом интервале (теорема максимума; см. Пизо 
и Заманский, Анализ, гл. III. § 2, теор. 1), т. е. множество 
В — /([0, хо]) ограничено. Известно, что
/ ( [ 0 , + о о [ )  =  / ( [ 0 , ХоПЛхо, + о о [ )  =

— f ([0 , *o])Uf(]*o. +  °° [) .
Множество /([0 , +оо[) есть множество Л U ß ; оно ограничено, 
и значит, по определению, функция / ограничена на [0 , -f-o°[.

4.04. Множество Л Г) В, содержащееся в ограниченном мно­
жестве Л, само ограничено. Установим требуемое неравенство 
для inf (Л f lß ) ,  предоставив читателю проведение аналогичного 
доказательства для sup (Л П ß ). Будем пользоваться результа­

т е



том, соответствующим результату задачи 4.02 для минорирован- 
ных множеств. Имеем

А П В сд А =#> inf (Л П В) >  inf А,
Л п ß  С= ß  =#» inf (Л п Ö) >  inf В.

Наибольшее из чисел inf Л и inf В будет минорантой множе­
ства Л П В, и значит, оно меньше или равно наибольшей мино­
ранты множества Л Г) ß, т. е. inf (Л Г) ß ),

шах (inf Л, inf В) inf (Л П В).
Пример: А =  {0, 2, 3, 5}, В =  {1, 2, 3, 4}, Л П В =  (2, 3}, 

шах (inf Л, inf В) — шах (0, 1) =  1, inf (Л П ß) =  2,
min (sup Л, sup ß) =  min (5, 4) =  4, sup (Л f) В) =  3.

4.05. 1. Мажорированные множества А и В имеют верхние 
грани sup Л и sup ß, откуда следует, что М — sup Л -f- sup В 
есть мажоранта множества С; действительно

X <  sup Л и г/ <  sup ß=#>2 <  sup Л +  sup ß, y z  œ  С.
Если AT <  М, то, по определению верхней грани множества,

ДО _ ДО'
3*о Л: sup Л ------ g------<  *о,
_  _  D D М — М'ЗУ о е= ß: sup ß ------- -̂---- <  ÿ0-

Отсюда
Хо +  уо е  С, A4' =  sup Л +  sup В — (A4 — АГ) <  лг0 +  i/o-

Число АГ не может быть мажорантой С; итак, наименьшая 
мажоранта множества С, т. е. sup С, равна М.

2. Решение п. 1 существенным образом опирается на воз­
можность почленно складывать неравенства. Следовательно, 
для получения аналогичного результата для произведений необ­
ходимо ограничиться множествами положительных чисел; при 
таком предположении показываем, как и в п. 1, что D мажори­
ровано, и

sup D =  sup Л sup ß.
З а м е ч а н и я ,  а) Это свойство может не выполняться, если 

брать произвольные множества. Например, пусть Л =  В есть 
множество действительных отрицательных чисел; оно мажори­
ровано. D =  AB есть множество действительных положитель­
ных чисел; оно не мажорировано.

б) Доказательство может быть получено применением свой­
ства п. 1 к множествам А'  и В' вида

х'  е  Л'ФФе*' е  Л, у ' ^  В4=}еѵ’ В, 
если ограничиться множествами строго положительных чисел.



3. Множества f(X)  и g (Я), по условию, мажорированы, и 
стало быть,

sup [f (X ) +  g  (X)] =  sup / (X) +  sup g (Z) =  sup /  - f  sup g. 
Легко видеть, что

(f +  g) (X )cz f (X)  +  g(X).
Множество (f +  g) (X) мажорировано, значит, функция 

f  +  g  тоже мажорирована, и
sup (f +  g) =  sup [(f +  g) (Z)] <  sup [/ (Z) +  g (Z)] — sup f +  sup g.

Пример со строгим неравенством:
Z =  [0, 1], =  g(t) =  l - t ,

sup/  =  sup£ =  sup(/ +  g ) =  1.
4.06. 1. Чтобы показать, что / есть биекция R на себя, дока­

жем, что уравнение
f(x) =  y

при любом действительном у  имеет, и притом единственное, ре­
шение

х =  0 , если у — О,
х =  l/у, если у ф  0 рационально,
х — у, если у иррационально.

2. Функция f разрывна в 0, ибо в любом содержащем 0 ин­
тервале найдутся рациональные числа, заключенные также 
между— 1 и 1, а для таких чисел х имеем

l / W - / ( 0) | - | / ( x ) |  =  14 T >  1.

Если Хо ф  0, то любому е >  0 можно поставить в соответ­
ствие такое h >  0 , что

U  — х0 1 <  h =ф _і_
X

_ 1_
Хо

<  е

(непрерывность функции х —*1/х). Отсюда выводим, что функ­
ция f непрерывна в х0, если х0 =  1/х0, т. е. для х0 =  ± 1, в силу 
того, что для X, как рациональных, так и иррациональных,

I X — х0 1 <  min (А, е)4Ф| f (х) — f (x0) | <  е.
Для любого другого значения х0 функция f разрывна. Чтобы 

в этом убедиться, возьмем е столь малым, чтобы интервалы дли­
ны 2е с центром в х0 и в l /хо не имели общих точек, скажем, 
2е <  \х0— 1/хо|; тогда для \х — x0| <  min (h, е) имеем

I / (х) — х0 1 <  е =Ф| /  {х) — 1/х01 >  е, если х иррационально,
I f {х) — 1/хо I <  е=#| /  (х) — х01 >  е, если х  рационально.



Для f (xо), равного как х0, так и \/х0, на любом открытом интер 
вале, содержащем л'о, найдутся такие точки х, что

4.07. 1. Пусть х0 принадлежит А, т. е. f (x0) <  у, и пусть 
и <  f(xo) — произвольное число. По определению непрерывно­
сти f в Хо, найдется открытый интервал ]хо — ц, Хо +  т)[, образ 
которого при отображении f содержится в ]и, у[\ следовательно, 
этот интервал ]х0 — т|, х0 +  г][ содержится в А.

Для В доказательство аналогично.
2. Множество /_І (у) непусто, так как функция /, непрерыв­

ная на интервале [а, b], принимает по крайней мере один раз лю­
бое значение между f(a) и f(b) (теорема о промежуточных зна­
чениях, Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, § 2, теорема 2).

Покажем, что / _1 (у) имеет наибольший элемент, т. е. что 
множество /_І (у) мажорировано и его верхняя грань ему при­
надлежит. Множество /-| (у) мажорировано в силу того, что оно 
содержится в [а, Ь\ и значит, имеет верхнюю грань т (а ^  
^  т ^  Ь).

В любом содержащем т открытом интервале имеются точ­
ки множества f~l (y) (по определению верхней грани). Если 
бы т принадлежало А, то нашелся бы открытый интервал с 
центром т, лежащий в А, и значит, не содержащий точек из 
f~l (y), чего не может быть, т. е. т не может принадлежать А; 
по тем же соображениям т не может принадлежать В\ следова' 
тельно, т принадлежит f~'{y).

Для наименьшего элемента доказательство аналогично.
4.08. 1. Легко показать, например, индукцией по п, что

Стало быть, последовательность ип сходится и ее предел ра­
вен 1.

Для последовательности ѵп имеем

I X — Хо I <  min (h, е), 
а значит, точки х, для которых

I f ( x ) ~  f ( x Q)  I  >  в .
Стало быть, не существует такого числа г) >  0, чтобы 

\х  — Хо I <  Ï] =ф| / (х) — f (*о) I <  6.

П

т т

т



Отсюда
Ѵп К  и„

Сходящаяся последовательность ип удовлетворяет критерию 
Коши, а значит, ему удовлетворяет и последовательность ѵн, 
что влечет сходимость последовательности ѵп (для ип критерий 
Коши используется как необходимое условие сходимости, а для

ѵп — как достаточное).
2. 1) Из непрерывности f следует, 

что отрезки, составляющие график 
сужений / на два смежных интерва­
ла, имеют общий конец (рис. 5).

2) Легко видеть, что

/(т)=»1)+2[/(ттт)-/(т)
ft= 1

На интервале 1 1 ■
k + ï '  k. 

определяемая условием в

/(т)-'(тттМ і

fe=i
сужение / есть линейная функция, 
отсюда

1

k=\

k + T )sm ka ,  

y j s i n  / г а  —  1  —

Последовательность f ^ j  сходится в силу сходимости после­
довательности ѵ„.

3) Обозначим через у0 предел последовательности f( l /n )  
и покажем, что у0 есть предел функции / в точке 0 .

Зададим е >  0. По определению предела, найдется такое п0у
что

<  е .

Если 0 <  * <  1/rto, то X принадлежит интервалу 
[Щп +  1), 1 /п], где п — целое, п ^  л0; сужение /  на этот интер- 
цал является аффинной функцией, и потому f{x) заключена 
между / ( l /л) и /( ! /(«  +  1)); отсюда

I  /  ( х )  -  Уо К  m a x  (  I  /  ( Д - )  —  Уо |  •
тем самым найдено такое число ц =  1/ло, что 

0 < X <  т] =#>| /  (х) — уо I <  е,



а это и означает, что функция f имеет в точке 0 правый предел, 
равный t/о­

з. 1) Пусть заданы х и х' и пусть х <  х'. Найдутся такие 
целые т и п ,  что

__ і _
т  +  1

1
п +  1

Если т =  и, то X и х' принадлежат одному интервалу, и тогда 

I f ( * ')  — / (х) I =  I (х' — х) sin п а I <1 х' —  X.
Если же т >  п, то используя промежуточные точки l/k, по­
лучим
f ( x ' ) - f ( x )  =  [ f ( x ' ) - f ( 1 ± - r )] +

+ Итгтт) “  Кттг)] + ••• +Ит^т)“ К1)] +
+  [ / ( i ) - f w ] = [ / u o - / ( 7r b ) ]  +

m—I

+  S  [ / ( т ) - / ( т т г ) ] + І > Ь ! г Н < 4к=п+ 1
и, следовательно,

m - 1

H M - / W I < | f M - f ( 7r|n-)|+ S  |?(т)-/(ттт) +
fc=n-H

+
По определению функции f,

H *'> =  ( * ' „ + l ) smna

? ( т Н Ш = І ( т H i ) sinfta

Ю - f W  =  (—---- je] sin ma
m  )

1
п +  I ’ 

1
^  k k+  I ’

<  — —  JC. 
tn

Отсюда
m

i / M - f W K ( « ' - 7 |T )+ S ( t - t t t ) +
ft=rt+i

Постоянная M  для f равна 1.
2) Если m >  п, то



Последовательность g(\ fn)  удовлетворяет критерию Коши, а 
именно, для заданного е >  О

п > М/е и то > М / г ф  g  (7^) — g (7^) <  е.

Значит, последовательность g(\ /n)  имеет предел, скажем, уо, и, 
как можно заметить, рассматривая предел последовательности 
то-* \g{l/m)  — £(l/«)j,

/ 1 \ ^  М
y o - g  Ы

Отнесем х  такое целое п, чтобы \/п ^  х <  1 / ( п — 1); тогда
1g(x) +

м
П П

« ( »
2 М

\ g (х) — Уо К

l s W - г / о К ^ ^ , )

Следовательно, для заданного г имеем 

О <  X <  е/2М >  Д Г  =

i/o \ п } п

g  (*) — Уо I <  8.

т. е. функция g имеет в точке 0 правый предел, равный у0.
4.09. 1. Из условий задачи вытекает, что

и0 <  ип <  <  о0.
Возрастающая и ограниченная сверху числом ѵ0 последователь­
ность ип имеет предел и, который служит верхней гранью мно­
жества ип\ убывающая и ограниченная снизу числом и0 после­
довательность ѵп имеет предел ѵ, который служит нижней 
гранью множества чисел ѵп.

Для двух произвольных целых п и то имеем

Ц/г+/п ®п+т
ип, будучи минорантой множества членов последовательно­
сти ѵт, не превосходит нижней грани ѵ множества чисел ѵт 
(нижняя грань есть наибольшая из минорант); стало быть, ѵ 
есть мажоранта множества чисел и следовательно, больше 
пли равна верхней грани и этого множества (наименьшей из 
мажорант).

В итоге
ип ̂  и ̂  V ̂  ѵп U ̂  V — и ̂  ѵп —

Если допустить, что ѵ — и ф  0, но lim (ѵп — ип) =  0, то, по опре­
делению предела, найдется такое N, что

п >  N =Фѵп — ип < V — и.
Но это, по условию, невозможно, и значит, и — и — 0, если 
lim(n„ — ип) — 0 .



2. Легко проверить индукцией, что ип >  0 и ѵп >  0.
Un — 1 ~Ь Ѵп— і 

2
2

I Un—iVn—i == ^ я — 1 —  » я - і  

2

а так как «„ и vn положительны, то

Ня + і V UnVn Un
v~ —  и? 0 =Ф V я In я '  n - ^ u n ' vn + 1 = --- s—  <

Последовательность я„ возрастает, последовательность ѵп убы­
вает, и кроме того, ип ^  ѵп.

Из предыдущих результатов вытекает, что

Ня ^  Пя +1 ^  0„ + і ^  Ня>
0 ^ ° я  + 1 un + l <  0„ + 1— un — 2—

Отсюда индукцией по я получаем

Последовательность оп — ип имеет пределом 0. Выполнены все 
условия из п. 1, и последовательности ип и ѵп сходятся к од­
ному и тому же пределу; этот общий предел называется ариф­
метико-геометрическим средним чисел я0 и о0.

4.10. 1. Предположим, что и\ ^  и0, и покажем по индукции, 
что последовательность возрастает, т. е. ип ^  u„_i. Для п — 1 
это верно по условию. Допустим, что я„_і ^  ы„_2. Поскольку / 
возрастает,

« я - 2  <  « п - 1  =#■ « я - 1 =  /  ( Ы я - г )  <  /  ( « я - і )  =  И „ .

Последовательность ип возрастает, и, по условию, мажори­
рована числом Ь\ значит, она сходится и ее предел и удовлетво­
ряет неравенствам

а ^ и о ^ и ^ . Ь .

Точно так же доказывается убывание последовательности ип 
в случае ил ^  я0; здесь ип минорирована числом а, поэтому 
снова сходится и ее предел удовлетворяет неравенствам

Так как для значения и е  [a, b] функция /, по условию, не­
прерывна, то последовательность /(«„) имеет предел f(u)  (Пизо 
и Заманский, Анализ, гл. Ill, 2-й раздел, § 1, 3-е определение 
непрерывности). Последовательности я„+І и /(«„) с попарно 
равными числами имеют один и тот же предел;

и =  f (я).



Предыдущие результаты могут быть проиллюстрированы на 
графике, однако это не может заменить проведенного доказа­
тельства (рис. 6 ).

Точка графика / с абсциссой щ  имеет ординату щ, а точ­
ка биссектрисы координатного угла, имеющая ту же орди­
нату U], имеет и абсциссу щ; соответствующая точка графика

имеет ординату u2 =  /(ui);  возьмем точку на биссектрисе с ор­
динатой м2 и т. д. Правый график соответствует случаю возра­

стающей последовательности, а * ле­
вый — убывающей.

2. Так как функция / непрерывна 
и убывает (рис. 7), то прообраз интер­
вала [a, b] есть интервал [а, ß], содер­
жащий, по условию, все м„. На [а, ßl 
функция f o f  определена и возрас­
тает:
х' < х ^ у ' =  f ( x ' ) ^ y  =

=  f (x )=ï( ï° f) (x ')  =  f ( y ' X f ( y )  =
=  (/° /П о ­

с л е д о в а т е л ь н о , р езул ь таты  из п. 1 прим еним ы  к р ек у р р ен т ­
ным п о сл ед о в а т ел ь н о ст я м , оп р ед ел ен н ы м  при п ом ощ и  ф унк ц ии  
/ о / ,  и в ч астн ости , к п о сл ед о в а т ел ь н о ст я м  и'п и и'п, о п р е д е л е н ­
ным соотн ош ен и я м и

Wo —  Mo» Un =  ( f ° f ) ( U n - l )  =  U2n (по и н дук ц и и ), 

цо =  wI, Un =  ( f ° f ) ( U n - i )  =  U2 n+\ (по и н д у к ц и и ).

О б е  п осл ед о в а т ел ь н о ст и  м онотонны  и огран ич ены , т. е. с х о ­
дятся; к ром е того , л егк о  ви деть , что есл и  о д н а  из них в о з р а ­
стает , то д р у га я  убы вает:

Ч-2п ^  У-2п-2=̂  ^2п+ 1 == f (^2га) (Щп—2) == ^2п — \'
Н ак он ец , за м ет и м , что д л я  сх о д и м о ст и  п о с л ед о в а т е л ь н о ­

сти  ип н е о б х о д и м о  и д о ст а т о ч н о  р а в ен ств о  п р ед ел о в  и и и" п о ­
сл ед о в а т ел ь н о ст ей  Un — U2 n и u'n — U2 n+1-



3. И с с л е д о в а н и е  последовательности и п. П о  и ндукции  п о л у ­
ч аем , что числа ип п ол ож и тел ьн ы , и зн ач ит, м еньш е 1. З д е с ь  f  
есть  д р о б н о -л и н е й н а я  ф унк ц ия , о п р ед ел ен н а я  р авен ством

fix)
X +  1
X +  2 ’

он а  о п р е д е л е н а , н епреры вна и в о зр а с т а е т  д л я  зн ач ен и й  х, з а ­
клю ченны х м е ж д у  0 и 1.

У сл ови я п. 1 вы полнены ; к р ом е того , « і =  Ѵг бол ьш е Uo =  0; 
п о сл ед о в а т ел ь н о ст ь  ип, в о зр а с т а я , сх о д и тся  к корню  и у р а в ­
нения

U -f- 1 9 . 1 гѵ
U —  "и '+ ‘2 ’ ИЛИ и  +  U ~  I =  0 .

Э то  у р а в н ен и е  и м еет еди нственн ы й  п ол ож и тел ьн ы й  корень; 
зн ач и т , и р а в н о (— I +  Ѵ "5)/2.

И ссл ед ова н и е  последовательности ѵ п■ И н дук ц и ей  п ок азы ­
в а ем , что 0  ^  ѵп ^  I; ф ункция c o s  на и н т ер в ал е [0, I] убы вает;  
усл ови я  п. 2 вы полнены , о т сю д а  п о сл ед о в а т ел ь н о ст ь  ѵ2п в о з р а ­
стает , и бо  ѵ2 ^  Uo =  0 , и и м еет п р едел  и'] п о сл ед о в а т ел ь н о ст ь  
^2п+і у б ы в а ет  и и м еет п р ед ел  и".

З а п и сы в а я , что п осл ед о в а т ел ь н о ст и  c o s  ѵ2п и c o s  ѵ2п+і им ею т  
п р едел ы  c o s h ' и c o s h " (н еп р ер ы вн ость  к оси н уса  от н' и ѵ"),  
п ол уч аем  си ст ем у  ур авн ен и й

ѵ' —  c o s  h", h ' =  c o s  н",

v" =  co s  h' ^  h" — h' =  c o s  h'  — c o s  h".

Р а зн о с т ь  v"  —  и' не м о ж ет  бы ть отлична от нуля; в сам ом  
д е л е , есл и  бы н ' —  ѵ" ф  0 , то

I c o s  н ' — co s  н" J <  ) ѵ'  — ѵ" |.

П о с л ед о в а т ел ь н о ст ь  ип сх о д и т ся  и и м еет п р ед ел о м  н общ и й  п р е­
д ел  д в у х  п о сл ед о в а т ел ь н о ст ей  ѵ2п и ѵ2п+\, т. е. к орень ур авн ен ия

H =  COSH.

И с с л е д о в а н и е  последовательности w n. И н дук ц и ей  п ок азы ­
в аем , что 0  I. З д е с ь  ф ункция / ,  о п р ед ел ен н а я  ф о р м у ­
л ой  / ( x ) =  ( I — х ) 2, н епреры вн а и в о зр а с т а е т  на этом  ин­
тер в ал е .

П о с л ед о в а т ел ь н о ст ь  w'n =  w 2n в о зр а с т а е т  в си л у  того , что  
w 2 —  9 / \ 6  >  ]/2 =  w 0‘, она и м еет п р ед ел  ш', у дов л ет в ор я ю щ и й  
д в о й н о м у  н ер а в ен ст в у  9 / 16 ^  w ' I.

Т огда  п о сл ед о в а т ел ь н о ст ь  w'n =  w 2n+i  уб ы в а ет  и им еет п ер ­
вый член  W\ =  ее  п р едел  w"  у д о в л ет в о р я ет  д в о й н о м у  н е р а ­
вен ству  0  <  ш" ^  74-

П р ед ел ы  w '  и w"  не равны  м е ж д у  с о б о й , зн ач ит, п о с л е д о в а ­
тел ьн ость  w n н е сх о д и т ся  (есл и  п о сл ед о в а т ел ь н о ст ь  и м еет п р е­
д е л  /, то  л ю б а я  п о д п о сл ед о в а т ел ь н о ст ь  сх о д и т ся  к I),



Можно иначе определить т' и w", а именно, эти два числа 
являются решением системы

w' =  (1 — w")2 w' — w" — (w' — w") (2 — w' — w"), 
xsd" =  (1 — w')2 ^  w' -j- w" =  2 — 2 (w' -j- w") -|- w' -j- w" .

Обе части первого уравнения можно разделить на отличный от 
нуля множитель w' — w",

w' +  wn
1 = 2  — (w' +  w")

■■ 2 — 2 (w' +  w") +  (w' +  w")2- -2 w'w'‘
w '  +  w "  =  1,

хи'w" =  0 ,

и стало быть, w' — 1, w" =  0 .
4.11. 1. Условие задачи влечет равномерную непрерывность 

функции /, и значит, тем более, ее непрерывность в любой точке 
из [а, b]. Это значит, что если задано е >  0, то

I и — V I <  е =ф| / (и) — / (и) 1 <  е.

Функция t -+ f ( t )  — t, которую мы обозначим через F, строго 
убывает:

F (и) -  F (ц) =  [/ (и) - и }  — [f(v) — v] =  [f (и) — f(v)] +  [у — и],
и последняя сумма имеет тот же знак, что и разность ѵ — и, 
ибо эта разность, по условию, имеет большее абсолютное значе­
ние, чем первая. Значения, принимаемые функцией /, принадле­
жат [а, b]; в частности,

я <  / (а) =Ф ̂  (а) =  f (а) — а >  0 , 
b ^ f ( b ) = $ F ( b )  = f ( b ) ~  f t< 0 .

Непрерывная на [a, b] функция F принимает как положитель­
ные, так и отрицательные значения, и стало быть, принимает 
значение 0 (теорема о промежуточных значениях; см. Пизо и 
Заманский, Анализ, гл. Ill, § 2, теорема 2). При этом F строго 
монотонна, т. е. является инъективным отображением, и значит, 
принимает значение 0 только один раз.

2 . Прежде всего заметим, что из условия f([a, b]) с; [a, b] 
индукцией по п получаем, что все члены хп принадлежат [а, b].

а) По определению, /(Ѳ) =  Ѳ; поэтому

I — Ѳ I =  I / (*«-і) — f  (Ѳ) I <  I x n- 1 — Ѳ |.
Убывающая последовательность \xn — Ѳ|, минорируемая чис­

лом 0 , сходится и имеет предел I ^  0 .
б) Пусть Е — множество таких индексов п, что х п — Ѳ ^  0. 

Если Е бесконечно и щ, п2, . . . ,  ц,-, . . .  — элементы из Е, то для 
подпоследовательности х п. последовательности х п имеем

хп. — ѳ > 0  Хп̂  Ѳ — j Хц̂ Ѳ|.



Подпоследовательность | xni —- Ѳ | последовательности \xn — Ѳ| 
имеет предел /; значит, последовательность хп имеет предел 
Ѳ +  /.

Если Е конечно и если п0 — наибольший элемент из Е, то 

fl ^  fl о —7  Xfi Ѳ <С 0 —у1 Хп Ѳ — — J Хц — Ѳ {.

Тогда последовательность хп имеет предел Ѳ — I и является 
искомой.

в) Предел Ѳ -f- el последовательности хП} элементов замкну­
того интервала [а, Ь] принадлежит этому интервалу; функция f 
непрерывна в этой точке, и последовательность f ( xni) имеет 
предел /(Ѳ +  е/) (см. Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 2-й 
раздел, § 1,3-е определение непрерывности). При этом

| /(Ѳ +  е/) — Ѳ I =  lim I/(*„.) — Ѳ| =  lim | — Ѳ| =  /

(подпоследовательность I д;„.+і — ѲI последовательности \хп—Ѳ] 
имеет предел /).

Но, согласно основному условию, если 0 еі ф  0, т. е. если 
I ф  0 , то

/ =  I / (Ѳ +  е/) — Ѳ I =  I / (Ѳ +  е/) — / (Ѳ) 1 <  I е/1 =  /,

откуда получаем противоречивое неравенство I <  /. Итак, ос­
тается единственная возможность 1 =  0.

З а м е ч а н и е .  Предыдущее исследование может быть при­
менено к функции /, определенной на интервале [0 , л/2] равен­
ством

/ (t) =  cos /.

Соответствующая рекуррентная последовательность уже изуча­
лась в задаче 4.11.

4.12. 1. Если п <  т, то

S m( t ) - S n (t)\ =
п+ 1

s i n  kt 
k*(k+ 1)

п + 1

1
k2(k+ 1)

1 1

1
h (k -j- i ) n -}-

Стало быть, выполняется критерий Коши, и последовательность 
S n (t ) имеет предел.

2. На основании известного неравенства

I sin х' — sinx 1 <  I х' — X I, для х' ф X,



имеем

1 S', < v )-S „ Ul) 1
1

s i n  kv  —  s i n  ku
№(k + 1) <sП  k  I V —  и I

k2(k+ 1)

If — « 12 k ( k +  1 )  •

Это неравенство между общими членами двух последователь­
ностей справедливо и для пределов (но уже в ослабленной 
форме) :

I S(v) — S(u)  | < |  о — «Jlim ^  Т (Г +  ö )  =1 ü — « I-

Таким образом, полученный результат не дает искомого стро­
гого неравенства; чтобы получить его, достаточно заметить, что

s i n  kv  —  s i n  ku
k 2 { k +  1 )

< 1  V «i
1

k ( k +  1 ) ’

продолжая это неравенство на пределы, получаем

Отсюда
S(v) — S (и) -

S ( t / ) - S ( u ) | <

S i n  V —  s i n  и

s i n  V —  s i n  и +

V —  и

О —и I .

применяя строгое неравенство
' I sin V — sin и I <  I V — и I,

получаем
I О  /  \  —  “ I I  \ ѵ  —  и\I 5 (ѵ) — S (и) I <  J ^ + а —  u l .2 '  2

Чтобы показать, что определенная на [—я, л] функция 
удовлетворяет условиям задачи 4.11, достаточно пока­

зать, что образ интервала [—я, я] содержится в [—я, я]; это 
очевидно, ибо

|S(OI  =  | S ( / ) - S ( 0 ) | < m < « .
4.13. 1. Пусть а  — произвольное положительное число; по 

определению предела, найдется такое число N, что
п > N  =#>| хп — / К  а.

Разность уп — I может быть записана в виде
( * ! + . • • •  +  х м ) +  ( * лг+ і •• • +  х п) — п і

.Уп I:
х \ +  . . .  +  x N N1 (Хдг-ц

И *
0 +  ••• + (*п ~ 0 >п ~Ь Лп-



Согласно выбору N, | хр — I ! <  а для р >  N, и значит,

Лп (*ЛГ + 1 0  (Хп О
П с '"w+i П +  ••• + | * я - / |

<
(n — N) а ^< ----------- <  а.

Последовательность
*і +  ••• +  лгд, — Л̂/

числитель которой не зависит от п, имеет пределом 0 ; поэтому 
найдется такое число п0, что

п ^ п 0=Ф
*, +  ••• + х № — Ш

п <  а.

Окончательно, для п ^ п о ,
I i / z  I <  а  и  { l ' i n  I <  а  I # л  —  И  ^  I  I n  I  +  I  і і г ,  I  <  2 а .

А так как а  — произвольное положительное число, то, по опре­
делению, последовательность уп имеет предел I.

2. Отнесем последовательности хп последовательность dn 
вида

d  1 Х \ , dft Xfi х п „ і ,  it ^  2 .

Последовательность dn имеет, по условию, предел /; соглас­
но п. 1, последовательность

d{ -f- dj  -f- . . .  4~ dn 
n

тоже имеет предел I, и, как очевидно,

{ d\ +  rf2 ■+■ • • • +  dn =  хп.
3. Применим изоморфизм мультипликативной группы строго 

положительных действительных чисел и аддитивной группы дей­
ствительных чисел.

Имеем

рп =  In Ух, . . .  хп =  -JJ- In (х, . . .  хя) — Іпх' + +  ІП*В .

По условию, последовательность хп имеет предел /; значит, по­
следовательность In х„ имеет предел !п / (в силу непрерывности 
логарифмической функции), и рп тоже имеет предел In / 
(см. п. 1). Тогда, в силу непрерывности показательной функции,

П
Y X1 . . .  хп — е ”п -*■ е'п 1 =  /.



Точно так же, если последовательность хп+\/хп имеет предел /, 
то последовательность In хп+і — ln хп имеет предел ln /, и тогда 
на основании п. 2 получаем:

In У хп =— Іпх„->1п/,
П __
Ÿ  хп — =  /.

4. Члены последовательности ип записываются в виде

«п = і у і .п лші р
р=і

Последовательность с общим членом хр =  ]/р имеет преде­
лом 0 ; значит, тот же предел будет иметь и последовательность

Xj Ч- • • • Ч- Хп 
п

Для членов второй последовательности, имеем
П __

Ѵп — Ѵ х п ,  где хп =  п3 +  п2— 1.
Отношение хп+і/х„ есть отношение значений двух многочленов 
с одинаковыми членами наивысшей степени в точке я; предел

П__
этого отношения равен 1, и ѵп — У~х^ имеет, в силу п. 3 , пре­
дел 1.

4.14, На любом интервале (см., например, рис. 8 ), содер­
жащем х<{= РоМо, найдутся иррациональные числа х, и

тогда
|/(х) — /(* 0)|

-»------- t-h--- \----Y
0 Щ Щ 2/3

<7о

Рис. 8.

j~ Если 0 <  8 <  І/^о, то нельзя указать 
такое rj, чтобы

I JC — JCo 1 <  Т] =# I f(x) — f (*о) I <  е,
так как на интервале ]х0 — г\, х0 +  ЛІ найдутся иррациональные 
X, для которых неравенство не выполняется.

Покажем, что если *о иррационально, то взяв е >  0, можно 
найти некоторый открытый интервал, содержащий хо,. для точек 
которого выполняется неравенство |/(х) — f(x0) | <  е.

Здесь f(xо) =  0 и f ( x ) ^ 0 ,  поэтому искомое неравенство за­
писывается в виде / ( х ) <  е. Числа г, для которых оно не вы­
полняется, рациональны и имеют знаменатель q ^  1/е; стало 
быть, число их конечно, и Хо, будучи иррациональным, не совпа­
дает ни с одним из них. Обозначим теперь через г\ и г2 два 
числа, наиболее близких к х0 слева и справа; интервал ]гі,г2[, 
по определению Г\ и г2, не содержит чисел г; значит, любое х  
из этого интервала удовлетворяет неравенству / ( х ) < е .



Наконец, проведенное рассуждение показывает также, что 
f  имеет во всех х0 нулевой предел (определение предела в хо 
не включает самого значения лсо) ; в самом деле, среди г, удов­
летворяющих неравенству f { r )^se ,  возьмем гх и г2, ближайшие 
к х0 слева и справа, исключая само х0, если оно принадлежит 
множеству чисел г. Тогда любое х  из интервалов ]ль х0[, ]х0,г2[ 
удовлетворяет неравенству f ( x ) < e .  Функция f имеет в х0 рав­
ные нулю левый и правый пределы, и следовательно, имеет в 
Хо предел, равный 0 .

4.15. Задав е >  0, исследуем неравенство

| / F - V ^ | < e « U X ^ < e .

1) Если оба числа х  и х'  строго меньше е2, то

0 < У  х' < 8  и 0 < Y  X < R =  ̂\ V х' — V  X  \ <  г.

2) Если условия из 1) не выполняются, т. е. если хотя бы 
одно из чисел х, х'  больше е2, то У х '  +  У х ^ е ;  но

X  I <  е2
Ѵх' +  Ух

<  Н ---- £ 1  с  і -  =  е.

Итак, числу е ставится в соответствие такое число е2, что если 
А', х' е  [0 , 1], то

I х'  — X  I <  е2 I У х '  — У х  I <  е.

(Результат справедлив для пар (х, х'), удовлетворяющих усло­
виям как 1), так и 2).) Функция Д по определению, равномерно 
непрерывна на [0 , 1].

4.16. Возрастающая функция f имеет в каждой точке х0 
правый предел f(x0 -f- 0 ) и левый предел f(x0 — 0 ) и, как из­
вестно,

/ (х0 — 0 ) =  sup /  (*) <  f (*о) <  inf f(x) =  f (хо +  0 );
X <  Х„ Х>х„

функция f  непрерывна в хо в том и только том случае, когда
f (x0 —  0) =  /(хо-Ь 0).

Допустим, что f разрывна для некоторого с е  (а, Ь]\ тогда 
Д с - О Х Д с  +  О),

X <  с =#> f  (х) ^  sup f(x) —  f ( c —  0),
х < с

X > с =ф / (X) >  inf / (х) =  / (с -f 0).
X >с



Функция / не принимает значений из интервала ]/(с — 0), f(c +  
+  0[, кроме значения /(с). А так как из определения /(с  — 0) и 
f(c +  0 ) вытекает, что

f ( a ) < / ( c - 0 ) < / ( c  +  0)</(f>), *

то получено противоречие. (Если с =  а или с =  Ь, то рассмат­
риваемый интервал следует заменить на ]{(a),f(a +  0 )[ или на

]f(b — 0) ,/(&)[.) Функция g на [0,2], 
имеющая вид (рис. 9)

g (X) — X для 0 ^  X 1,
g (х) =  X — 1 для l < x < ! 2 ,

, 0 1 2 принимает все значения между
Рис. 9. g(0) =  0 и g ( 2 ) = l ,  но разрывна

при X —  1.
4.17. 1. Если п =  0, то Ао =  1; допустим, что задача верна 

вплоть до п. Имеем
4 cos пѲ cos Ѳ =  2 cos (п +  1) Ѳ +  2 cos (n — 1 ) 0 #  хАп —

=  Ап+\ +  А„_і.

А п+і есть многочлен, у которого член наивысшей степени со­
впадает с членом наивысшей степени многочлена хАп, т. е. ра­
вен хп+1.

2. Если —2 ^  X ^  2, то можно положить х — 2cos Ѳ (0 ^  
<  Ѳ <  л):

Ап (х) =  2 ФФ cos пѲ =  1 ФФ /гѲ =  0 (2я).

Следовательно, А „ — 2 имеет нули
uk — 2 cos (2kn/n) (0 ^  k ^  п/2).

Многочлен А„ — 2 принимает на [—2,2] только отрицатель­
ные значения; если —2 <  uh <  2, то А п — 2 обращается в Uh 
в нуль, не меняя знака; тогда порядок нуля м* будет четным и 
равным по крайней мере 2. Оценим теперь сумму порядков ну­
лей Uh, рассматривая отдельно два случая в зависимости от 
четности п.

1 ) Если п =  2п', то «о =  2, иП‘ — —2 и в интервале ]—2; -j-2[ 
имеются n' — 1 нулей сумма порядков этих нулей по край­
ней мере равна

1 +  1 +  2 (п' -  1) =  2п'.

А так как многочлен А п — 2 имеет степень 2п \  то тем самым по­
лучены все его нули; при этом 2 и — 2 — простые нули, а осталь­
ные нули Uh — двойные.



2) Если п =  2п' 1, то Ыо =  2, и на ]—2, 2[ существует пг
чисел uh, где k принимает значения 1, 2, п'. Сумма поряд­
ков этих нулей больше или равна

1 +  2п' =  2п' +  1 =  п.
Получены все нули многочлена А „ — 2, из которых 2 — простой 
нуль, а остальные нули — двойные.

Точно так же исследуются нули многочлена Л„ +  2 . Все они 
действительны и равны

причем каждый из них — двойной, кроме — 2 (в случае, когда 
он является нулем).

3. Числа Uh и Ѵь записываются при помощи общего выра­
жения:

хт =  2 cos (0 < т < / г ) ;

x2h =  uk’ если m =  2k;
x2h + i ~ vh> если m ~ 2 h - \ -  1.

Следовательно, по определению чисел uh и vh,
А (хт) — 2 (—1)т .

По условию, | / ( jc, „ ) | < 2; поэтому A(xm) — f(xm) имеет тог 
же знак, что и А(хт), т. е. ( —1)т . Функция A — f для двух 
последовательных чисел хт принимает значения противополож­
ных знаков; значит, она хотя бы один раз обращается в нуль 
на открытом интервале ]хт, хт+1[ (по теореме о промежуточных 
значениях); а поскольку имеется п попарно не пересекающихся 
интервалов ]хт, хт+і[, то функция Л„ —/ обращается в нуль на 
[—2, 2] по крайней мере п раз.

4, Рассуждаем от противного. Если
\ F ( x ) \ < 2 ,  Ѵ * € = [ - 2 ,  2],

то функция F должна удовлетворять условиям п. 3, и многочлен 
A n — F должен иметь на [—2,2] по крайней мере п нулей. В ча­
стности, если F имеет степень р, то А р — F имеет на [—2,2] по 
крайней мере р нулей; но этот многочлен имеет степень не бо­
лее р — 1 (поскольку старшие члены многочленов А р и F равны 
хр), и следовательно, есть нулевой многочлен, что противоре­
чит условию | / г( х ; ) |< 2 , ибо многочлен А р принимает значе­
ния — 2 и 2 .

5. Замена переменных



переводит интервал [а, b] в интервал [—2,2], a G — в функцию Г:

r w ^ ß j ^  +  V - ^
Функция

• есть многочлен со старшим членом Х п \ мы можем применить 
к нему результат п. 4, согласно которому найдется хотя бы 

•одно значение Х0 е  [—2, 2], для которого
4

(Ь -  а)'1
Г (*о) >  2 .

Следовательно, существует по крайней мере одно xq 

(именно, хо — & ~  а Х 0\ . для которого

| 0 Ы І > 2 ( ^ Т ^ ) П.

[a, b]

Колебание ю функции G на [а, Ь] есть разность М — т гра­
ней G на [а, Ь]\ поэтому грани функции G — (М +  т ) /2  на [а, Ь] 
равны (о/2 и — (і)/2. G — (M -f-m)/2 есть многочлен со старшим 
членом хп, и к нему можно применить предыдущий результат; 
поэтому существует по крайней мере одно значение х0е [ а ,  Ь], 
,в котором

' 2 ( - Ц ^ . ) Ч

4.18. I. Как известно,

(Г +  и)п =  1 ни -J- А (и),

где А — многочлен, наименьшая степень членов которого равна
2. Каждый член в А(и) есть 0(и2), а значит, и их сумма — 
тоже, поэтому

( Н - и ) " = 1  +  пи +  0 ( и г).
П ____

Положим Y 1 +  и — 1 +  ѵ; тогда

1 +  и — (I +  о)п =  1 -f- пѵ +  О (о2) =^и — по -[- о (о). 

Значит, функции и и по эквивалентны и

ѵ — О (и) =#> о2 — О (и2) О (о2) =  О (и2),

+  0 («2).

G (х0) — М +  т < (» 
Т



2. Воспользовавшись предыдущими результатами и заметив,, 
что 2л:+  3х2 = 0 { х )  и х +  х2 — О (л:), можем записать:

Ѵ \  +  2х +  Зх2 =  1 +  -2* +  3-  +  О [(2х +  Зл;2)2] =

=  1 +  .2Л .± 3х2+ 0 ( х \

1 1 +  л: +  * 2 =  1 + - ^ i  +  0[(jc +  ^ ) 2] = l  + ^ ^  +  0 ( х 2),

î ( x ) = l +  - х- +2 3x2 +  О (х2) -  [і +  +  О (л:2)] =

= і г  +  Ч -  +  0 <**)= Х  +  0 И - '
Можно также записать (учитывая, что 0 ( х 2) есть о (л)): 

f(x) =  ^ + o ( x ) & f ~ ^ .

В применении к функции g тот же метод не проходит; в са­
мом деле, получаем

g(x) =  ~ - h 0 ( x 2) =  0 ( x 2),

а этого недостаточно, чтобы определить эквивалентную функ­
цию. Поэтому вначале запишем g(x)  следующим образом:

g(x) =  V l  +  x ( j / 1 + - j - $ 7 -  l) =

1 0 ( 1) :

- ^ К " г £ г

° [ ( T w ] = 0 ^

g  ( x)  _  V \ +  X 
X2 4(1 +  я)

o (*4) _  V T + T
x* 4(1 +  я) о  (x2);

g(x)Jx2 имеет при jc-> 0 предел 1/4, и значит, g эквивалентна* 
функции х2/4.

4.19. 1. При x  >  О

ctgjc <  — < 1
sin x

COS X . , . 1—  < c t g * < - ;
кроме того,

cosjc = 1  — 2 sin2y  =  1 -  2 [O {x)f = 1 - 0  (je2),

откуда
<  ctg л- <  ± .



Следовательно, разность c t g * — 1 /х, есть 0 (х 2)/х, т. е. О(х), 
а значит и о(1). А так как функция ctg* — l /х нечетна, то ре­
зультат, установленный для х >  О, верен и для * <С 0 .

2. На основании п. 1 записываем

/ ( * )  =  £  ( " 7  +  ° 0 ) )  = = ' 7 ( aftj +  ° ( l ) *
к=1 \fc=l /

Функция / имеет при * -> 0  предел в том и только том случае,
■если

П
2  ак = 0 \к—\

тогда f(x) =  o( l ) ,  и предел функции / равен нулю. (Последнее 
заранее очевидно, ибо если f нечетна и имеет в 0 предел, то 
этот предел может быть только нулевым.)

4.20. 1. Для п =  1 результат верен. Допустим, что он дока­
зан для всех значений вплоть до п — 1; тогда
х п =  XX"-1 >  [ 1 +  (х -  1)] [ 1 +  (п - - 1) (х -  1)] =

=  1 +  п ( х - !) +  (№ - 1) ( * -  I)2. 
(п — 1) (х — 1)2^ 0 = # х " ^  1 + « ( х  — 1)

(неравенство будет строгим, если я >  1, т. е. если я ^  2 ).
Если X >  1, то последовательность 1 + я ( х — 1) имеет пре­

дел -фоо, равно как и последовательность хп.
Если X =  1, то х™ =  1, и последовательность хп имеет пре­

дел 1.
Если х < 1 ,  то X” ( 1/х)п =  1, и последовательность (1/х)" 

имеет предел + о о , а последовательность хп имеет предел 0 .
2. При любом X Œ [0, Щ предел последовательности /„ (х) ра­

вен 0 , и поэтому предельная функция f  — нулевая (/(х) =  0 ). 
А так как /„ возрастает, то

I fn (х) — f(x) \  =  fn (х) < А ", Vx s  [0 , h\.
Мы знаем, что hn имеет пределом 0. Зададим е >  0; тогда най­
дется такое N, что

п >  N =^hn <  е,
и стало быть,

п >  N  =#>| /„ (х) — f (х) I <  е, Ѵе е= [0, h\,
a это и есть определение равномерной сходимости на [0 , h]. 

З а м е ч а н и е .  Мы заменили здесь условие
I fn(x) — f  (х) I <  е, Ѵх е= [0, h\

условием
Ilf« — / 11=  sup I /„(*) — / (х) К  е,

0



в котором переменное х уже не фигурирует, поэтому исследо­
вание равномерной сходимости последовательности функций 
с помощью последнего условия бывает часто более удобным 
(ибо сводится к исследованию сходимости числовой последова­
тельности).

3. Для любого N функция fN+u непрерывная на [0, 1], при­
нимает на [0 , 1[ значения, сколь угодно близкие к 1, и значит,, 
не удовлетворяет условию

Î n + i ( * )  <  е » V.ï g [0 , 1[,
если е <  1.

Последовательность fn (x) сходится к нулю при 0 х <  1 
и к 1 при х =  1. Стало быть, предельная функция / и функция 
Ifn — f\ определяются следующим образом:

/(х) =  0 при 0 < х < 1, / ( 1) =  1,
\fn(x) — f(x)\  =  fn (x) при 0 < х < 1 ,  I /я (1) — МО 1 =  0 .

Но мы только что показали, что для 0 <  е <  1 не существует 
такого N,  чтобы

п >  N =# f„ (х) <  е, Ѵ х е [ 0 ,  1[.
Поэтому не существует А/, для которого

п >  іѴ=Ф| /„ (х) — f (х) I <  е, Ѵх<=[0, 1].
Таким образом, функциональная последовательность fn не бу­
дет равномерно сходиться на [0 , 1].

Все функции f n непрерывны на интервале [0,1]. И если бы 
последовательность }„ равномерно сходилась на [0 , 1], предель­
ная функция f была бы также непрерывна на [0 , 1]; однако f 
разрывна слева в 1.

4. Пусть задано произвольное е >  0; тогда
а) 1 — е < х < ! 1 =ф1 — х < е  и хп <  1 хп ( 1 — х) <  е;
б) * 0 < х <  1 — е=Ф 1 — х <  1 = # g n (* X M * )-

Последовательность fn равномерно сходится на [0,1 — е], и зна­
чит, найдется такое N, что

п >  N=$fn (x) < .е =#> gn (х) < е ,  Ѵх <= [0, 1 — е].
Отсюда получаем

n > N = $ g n (x)<  е, Vx œ [0, 1).
Действительно, для х ^  1 — е это вытекает из б), а для 
X >  1 — 8 неравенство выполняется при любом п. А так как 
g n(x) ^  0, то тем самым установлено, что последовательность 
функций gn равномерно сходится к нулю на [0 , 1].

4.21. Функции и„ нечетны (что легко проверить индукцией), 
поэтому достаточно исследовать отрезок [0 , я /2], что мы и



сделаем; итак, пусть О^.х^ .п /2 .  При фиксированном х  последо­
вательность ип(х) является возвратной числовой последователь­
ностью, и к ней применимы результаты задачи 4.10. Функция, 
обозначенная в задаче 4.10 через /, в данном случае есть синус; 
она возрастает на интервале [0 , я /2], содержащем все члены 
ип(х) (проверяется индукцией). Последовательность ип (х) мо­
нотонна, точнее, убывает, поскольку

щ (х) =  sin X ^  X — и0 (х);
а так как члены ип(х) минорированы числом 0 , то последова­
тельность ип{х) сходится. Ее предел и(х) удовлетворяет урав­
нению

м(л:) =  sin [«(*)] (непрерывность функции sin)
и значит, и(х) равно 0 — единственному корню уравнения.

Как и в задаче 4.20, мы докажем равномерную сходимость 
последовательности функций и„, показав, что числовая после­
довательность

Un =  sup \ и п(х)— и{х)\ =  \\ип — и\\
—л/2 <  X <  я/2

сходится к нулю. Ранее уже говорилось о том, что это опреде­
ление более удобно, чем то, в котором явно присутствует х.

В рассматриваемой задаче и(х) =  0, а ип — нечетная функ­
ция, принимающая при х ^  0  положительные значения, поэтому

Un =  sup ип (*);
0 < х < я / 2

индукцией покажем, что функция ип возрастает.
Функция «о. определяемая равенством uo(x) — x, возрастает. 

Допустим, что это верно вплоть до п — 1; тогда
X <С. X ==> Ы/і—1 (х) ̂  и , { х  ) ип (X) =

=  sin (*)] <  sin (*')] =  ип (х'),
чем узаконен переход от « — 1 к п.

Возрастание функции ип влечет, что

t / „ =  sup ип (х) =  ип (у )  .
0 < х < я / 2  \ z /

Мы уже показали, что при заданном х  последовательность 
и п (X) сходится к 0 ; в частности, это справедливо для х =  я /2 , 
т. е. ы„(я/2 ) = ( / „  сходится к 0 , и следовательно, последова­
тельность функций ип равномерно сходится к 0 .

4.22. 1. Знаменатель функции f n не имеет действительных 
нулей:

( л :  +  l ) 2 n + 1  =  ( x -  1 ) 2 я + 1 О х  +  l = j c  -  1 .
Поэтому f n непрерывна на R.



Числитель функции /„ — нечетный многочлен, а знамена­
тель— четный; значит, f n — нечетная функция (в чем можно' 
убедиться, заменив х на —х  или исследовав степени одночле­
нов числителя и знаменателя). Таким образом, достаточно изу­
чить поведение /„ на [0 , - j -oo );  заметим, что х +  1 Ф  0 , если 
X  ^  0, и стало быть,

fn (*)
1 +

I —

I X —  1 \ 2 « + 1

\ Х  +  I ]
/ X — 1 \ 2 n - H  *

W +  1 )
т. е. /„ представлена в виде композиции трех функций

1 .. 1 +  1»
X +  1

,2л+1 W -
1 —  V

Все они возрастают, значит, сложная функция f n тоже возрас­
тает, и, в силу нечетности f,„ то же самое верно для х  ^  0 . 
Наконец, при х —*■-f-oo и стремится к 1, оставаясь меньше 1,. 
равно как и îi, а w —►-f-oo; значит, -f o o :

Ж І - о о - 1  о  1 +  оо

fn

+ °°
/

1

/
о

/
/

- 1

/

2. Числитель функции /„ — нечетный многочлен, и потому 
не содержит члена степени 2л, а знаменатель — четный много­
член, и значит, не содержит члена степени 2л — 1; это позво­
ляет записать при х —> - ± о о

fn (X) :
х 2 п + 1 +  о (х2п) 1+ 0 (1/*)

( 2 и  +  I) х 2п +  о { х 2п~ 1) 2/1 +  I і + 0 ( і / * )

Если Л — бесконечно малая'величина, то
1

Значит,
, +Л - = 1  — h +  o(h).

1 +  о  (.1 /х)

/лС*) =  2п+1 [* +  =  2/J+ 1 f  0(1).



Прямая у =  х/(2п-{-\)  является асимптотой графика функции 
}п (рис. 10).

При X —> 0 элементарные выкладки приводят к соотношению

и  <*) =  г Р " + ■ > / + . <’ М  =  (2я +  1) *  +  о(X).

Прямая у =  (2п +  1 ) л: есть касательная к графику в начале ко­
ординат.

И наконец, в силу нечетйости fn, ее график симметричен от­
носительно точки 0 (см. рис. 10).

3. Предположим, что х  >  0, и воспользуемся представлением 
функции fn в виде композиции функций и, и, w, которое мы ис­
пользовали для изучения поведения функции fn; * > 0 = ^ — 1 <С
<  и <  1 ѵп — м2п+1 имеет предел 0 f„ (х) =  имеет

I —  Vft
предел 1. Если х =  0, то f n(0) =  0, а значит, и предел равен 0. 
Наконец, в силу нечетности f„, последовательность f n (x) при 
X  <  0 имеет предел —1.

Пусть концы a a b рассматриваемого интервала имеют оди­
наковые знаки; будем считать их положительными, ибо в силу 
нечетности функций /„ полученные результаты будут справед­
ливы и для [—Ь, —а]. Тогда предельная функция f постоянна 
и равна 1, и

(  X —  1 \ 2 « + 1

f (г) 1 .... 2 ( * - 1  )2"+1 _ g \ x + l )
Jn К )  (X +  l)2n+1 -  (X -  l)2rt+l , _  j j2" +1 '

Задав e >  0, исследуем неравенство
I fn (x) — 1 I <  e,

или, вернее, два неравенства

— e <■/„(*)— 1 < е . (1)
Эти неравенства эквивалентны двум следующим;

e ^  ( x  -  1 \2п+| ^  е 
2 - е  ^  U +  1 / ^  2 +  е *



1 а  — 1

(— УW + 1 /

Дробно-линейная функция х -> — ,-■■ ■ возрастает от до
^ т  * а  +  1

6 — 1 г , ,  IX  — 1 \2п+1ь _ру  на отрезке [а, Ь\, а значит, 1-- ^ -) возрастает от
г—  1\2П+1 ( b — 1 \2n+l

до  I  b +  1 )
Следовательно, оба неравенства (1) выполняются в том и 

тольке том случае, если
е _/ а  — I \2п+і ^  / 6 — 1 \2п+і _  с

2 - е  < \ a + l j  < U +  I ) <
Числа

I 6 - 1

2 +  8 '

et +  I И
6 + 1

по абсолютному значению строго меньше 1; значит, последова­
тельности

І а - \ \ п ( Ь - \ \ п
( а + і )  И \ 6 + і )

сходятся к 0 , и, по определению предела, интервалу

1 ____!_____ £_ГJ  2 - е  ’  2  +  e  L
содержащему 0 , можно поставить в соответствие такое число 
/V, что

п > ^ ( т Н п Т  и ( т Т т Г  пРинаДлежит ] - 2 ^ Т -  2 Т г [ '
а значит,

п > N — е <  fn (х) — 1 <  е, Ѵ х е [ а ,  Ь].
Итак, последовательность функций fn равномерно сходится на 
отрезке [а, Ь].

Функции fn непрерывны для всех действительных значений, 
и в частности, непрерывны на интервале [—а, а]; если бы по­
следовательность fn равномерно сходилась на [—а, а], то пре­
дельная функция была бы на [—а, а] непрерывна, чего на са­
мом деле нет, поскольку f разрывна в 0 .

4.23. 1. 1) Решение дается соотношением

— f («) +  (х — и) -•-+  ^ (ы)-

(что легко проверить, задав х значения н и  о).
2) Образом отрезка [и, ѵ] при отображении непрерывной мо­

нотонной функции / служит отрезок [/(ы)Д(и)]; а так как 1(х) 
принадлежит этому отрезку, то (по теореме о промежуточных 
значениях) оно принадлежит множеству f([u, о]) значений, при­
нимаемых f на [и, о]; следовательно, найдется хотя бы одно 
I <= [и, ѵ], для которого 1{х) — f(l) .



. 3) Отсюда вытекает, что для любого х е  [и, ѵ]
| /(х) — /(х) |  =  | /(£) — / ( х ) | <  sup f ( x ) — inf /(х) =  ю;

U <  J£<0 U <  J£<t)

to является мажорантой множества чисел \l(x) — f (x) \ ,  стала 
быть, больше или равно верхней грани этого множества.

2. Л есть подмножество векторного пространства & действи­
тельных функций, непрерывных на [а, b]. Докажем, что это есть 
векторное подпространство; для этого покажем, что если X и 
р — функции из Л и г — действительное число, то À — р и гХ— 
функции из Л.

Для гХ это очевидно, ибо сужение гХ на каждый из интер­
валов разбиения есть произведение г на многочлен первой сте­
пени, и значит, снова будет многочленом первой степени.

Обозначим через а, х и . . . ,  х„_ь b и а, х', . . . ,  х '_ ,, b 
точки деления интервала [а, 6], сопоставляемые функциям X и 
р, а через а, у и . . . ,  yq- и b — множество точек деления, полу­
ченное в результате упорядоченного объединения множеств 
{х(.} и {х̂ }. Между двумя последовательными точками уи и у^+\ 
не содержится ни точек хр ни х', ибо все они входят а множе­
ство {#/,}, и значит, интервал [уь,Ук+\] содержится как в неко­
тором интервале [х,-, хі+і], так и в некотором интервале [х ,̂ х '+1].

Сужения функций X и р на [уи,Ук+й 
представляют собой многочлены 
степени, меньшей или равной еди­
нице; то же самое имеет место и 
для сужения функций X — р на 
этот отрезок, ибо это есть разность 
двух многочленов.

На каждом из отрезков [х,-, х,-+і} 
разбиения график есть прямая, и 
концы двух последовательных 
звеньев графика в силу непрерыв­
ности X совпадают (рис. 11).

3. Чтобы показать, что непрерывная на [а, b] функция f яв­
ляется равномерным пределом последовательности функций из 
Л, достаточно показать, что если задано е >  О, то найдется та­
кая функция І е Л ,  что |/(х) — À(x) | <  е для любого х е [ а , і ]  
(искомая последовательность будет получена, если затем взять 
в качестве е значения еп сходящейся к 0 последовательности, 
скажем, е„ =  1/«).

Известно, что на каждом из отрезков разбиения, отвечаю­
щих функции X, эта функция определяется многочленом первой 
степени; если U — многочлен, определяемый, как и в п. 1, ра­
венствами і і (Хі) =  f(Xi) и /j(xi+i) =  /(х і+і), то

х , < х < х і+,=ф| Х( х ) ~  f(x)  1 =  1 h (x) — f (x)  к  со, (/), 
где (Oj(/)— колебание f  на [хі, хі+і].

Рис. 11.



Для того чтобы I f (x ) — Ц лг)|< ;е  при любом х е  [а, Ь\, до­
статочно, чтобы (о; (f) <  е для всех значений і. Функция f, не­
прерывная на отрезке [а, Ь], равномерно непрерывна, и стало 
быть, можно указать такое rj, что

\ х '  -  X" I <  л =#»1 f (х') -  f (х") I <  е,
и тогда

-Хі+і — Хі <  Л ̂  (/) <  е
(см. Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 2-й раздел, § 3).

Таким образом, решение К будет получено, если взять раз­
биение о, *1........ хп-и Ь, такое, чтобы длины интервалов были
меньше rj, и положить К(х{) =  f ( х{).

4.24. 1. Е(х) есть наибольшее целое, не превосходящее х:
Е ( х + 1 ) = 1 + Е ( х ) .

Функция Е, постоянная на всяком интервале, не содержащем 
целого числа, непрерывна всюду, за исключением целых зна­
чений, где она непрерывна справа и разрывна слева,

Е (п) =  Е {п +  0) =  п, Е (п — 0) =  п — I.
Наконец, на любом конечном интервале функция Е имеет 

не более конечного числа разрывов и значений, т. е. является 
ступенчатой.

Рис. Г2.

Отсюда сразу же выводятся свойства функции D:
D (х +  I) =  X +  1 — Е (л: -f 1) =  X — Е (х) =  D (х).

Функция D непрерывна всюду, кроме целых точек, где она не­
прерывна справа и разрывна слева (рис. 12):

D (+0) =  Z) (0) =  0, D( —0 ) =  1.
Наконец, D, будучи разностью двух ярусных функций (ли­

нейной функции X и ступенчатой функции Е), является ярусной 
функцией на любом конечном интервале.

2. Функции и„ — периодические с периодом 1; в самом деле,
D [ k ( x +  1 )) =  D[kx +  k\ =  D[kx).

Поэтому мы исследуем сходимость последовательности на ин­
тервале длины 1, скажем, / 0 =  [—1/2,1/2]. На этом интервале 
функции D(kх),  а значит, и функции ы„, являются ярусными.



Если р <  q, то в силу того, что 0 ^  D ( k x 1, получаем

k=p+ 1 k—p+i
и без каких бы то ни было предположений относительно чисел 
Р и q:

I l  ич - U p  II =  sup 1 uq (x) -  up (x) 1 <  2min (p> qi.

Двойная последовательность ||up — ич|| сходится к 0; значит, 
последовательность функций ип равномерно сходится на /о (см. 
Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 5-й раздел, § 2, п. 3) к не­
которой ярусной на Іо функции и (пространство ярусных функ­
ций полно относительно нормы ||Л І=  sup \ f (x)  |).ле/,

Если х не принадлежит /0, то найдется такое х0 £= /о, что 
x — хо +  X, где X — целое число; в точках х и х0 функции ип 
принимают одно и то же значение, так что последовательности 
ип(х) и ип(хо) имеют один и тот же предел. Следовательно, 
предельная функция и определена на всем множестве R и 
имеет период, равный 1; стало быть,

sup I ип (х) — и (х) I  =  sup I ип (х) — и (х) I.
j e s  леЛ

Поэтому равномерная сходимость последовательности ип на / 0 
влечет равномерную сходимость последовательности ип на R.

3. В этом и в следующем пунктах мы будем брать только 
значения на отрезке / 0; общий случай непосредственно вытекает 
отсюда в силу того, что период функции и равен длине от­
резка /о.

В иррациональной точке х0 все функции Dh(x) =  D(kx) не­
прерывны (точки разрыва — это те точки, для которых kx — 
целое, т. е. х  рационально и знаменатель делит k).  Функции 
ип в Хо непрерывны, последовательность ип равномерно схо­
дится на І0, и значит, предел и непрерывен в х0 (Пизо и За­
манский, Анализ, гл. Ill, 5-й раздел, § 2, п. 4, теорема 1).

4. Ярусная на /о функция и имеет в каждой точке правый 
предел ы(х +  0) и левый предел и(х — 0). По определению рав­
номерной сходимости, любому е >  0 соответствует такое N, что-

п >  N =Ф| «„ (х) — и (x) I  <  е, Ѵл: е  /0;
когда x —»Хо справа, ип(х) и и{х) стремятся к правым преде­
лам Mn(x0 -|--0 ) и ц(хо4 - 0 ), существование которых установ­
лено, и эти пределы удовлетворяют, стало быть, условию

п > N =#| ип {хо -f  0) — и (х0 +  0) К  е,
чем доказано, что и(х0 +  0 ) =  lim и„(х0 +  0 ).

Для левого предела доказательство аналогично.



Функции Dh непрерывны справа в каждой точке, а значит, 
ип тоже обладают этим свойством:

Un (*0+ 0) =  ип (х0) =#> и {х0 +  0) =  lim ип (х0+ 0 ) =  lim ип (х0) =  и (х0).

Итак, функция и непрерывна справа в каждой точке.
Если Хо — рациональное число, равное несократимой дроби 

s/r, то функции Dh, у которых индекс k кратен г, т. е. k — hr, 
разрывны в х0 и

D/ir (*о 0) =  1, Dhr (х0) =  0.

Остальные функции Dh непрерывны в х0 и

Отсюда
Dk (х0) =  Dk (х0 — 0). 

ия (*о — 0 ) =  ип (х0) +  J ]  ^ 7 -
/іг<п

А это влечет и (х0 — 0) ф  и (х0) . Действительно, если п~^ г, то

Ufi (*о 0) ип (Хо) +  пг ,
и следовательно,

lim ип (х0 — 0) =  и (х0 — 0) >  и (х0) +  4 г  =  lim ип (х0) +  -L- ■

Итак, функция и разрывна слева в Хо.
Можно доказать более точное соотношение

и (х0 — 0) =  и (хо) +  2  -т̂ Г =  и (*о) +

4.25. 1. Будем пользоваться определением непрерывности в 
0 при помощи сходящихся к 0 последовательностей х„ (Пизо 
и Заманский, Анализ, гл. Ill, 2-й раздел, § 1, опр. 3).

Если последовательность х„ сходится к 0, то последователь­
ность /(х„) тоже сходится к 0; действительно, Ѵе >  0, 3 N такое, 
что

п >  N =#| хп I <  е ==>| / (х„) I <  е;

но по условию (непрерывность / в 0), 
f ( xn) имеет предел / ( 0 ).

2. Функция g :

g(x) =
f i x )

X

последовательность

определена и непрерывна всюду, кроме х =  0. (Частное двух 
непрерывных функций непрерывно и абсолютное значение не­
прерывной функции непрерывно.)
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Функция g, определенная и непрерывная на двух интервалах 
[—/VI, — е] и [е, М], ограничена на этих интервалах, и при этом 
существуют такие Х\ и х2, что

— ЛІ <  х, <  — е, g(xj) =  шах g (х),
—  М  ^  X ^  —£

e < x 2 < M , g (х2) =  шах g (х)
8 < Х < М

(теорема о максимуме; см. Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 
2-й раздел, § 2 , следствие из теоремы 1).

По условию,

g(x  і) = /(*.)
X, <  1 и g (х2) = І М

х2 <  1.

Число k =  max(g(xi),  g(x2)) в свою очередь тоже строго меньше 
1, и мы получаем искомый результат:

Функция /, определенная равенством f(x) — х / ( |х |’+  1), 
дает требуемый пример; действительно,

\f(x) I <  I ЛГI, если X ФО,

sup
е< |х|<М

f (х)
1 +  е • k.

Отношение f(x)/x стремится к 1, когда х —>0; тогда, по опреде­
лению предела, оно не может мажорироваться никаким числом 
h <. 1. (Другие примеры: sinx, tgx, ln ( |x | +  1).)

3. Доказываем индукцией по п. Берем сначала п =  0:
\ х  |<  е=#>| /0 (х) I < |  X I <  е

е < | х | < М Ф І М х ) К ^ І  х | < Ш
=Ф| fo(x) |< s u p (e , kM).

Допустим теперь, что утверждение верно вплоть до (п — 1). 
Чтобы перейти к п, возьмем случай п — 0 и подставим і (х) 
вместо X. Тогда

I /„_! (х) I <  sup (е, knM) ф \  (х) I <  е,
или
е < 1  !п-\ (х) \ ^ k nM, I (х) ] <  е =#>| /[/„_, (х)] (х) | <  е

е ^  I fn-1 (X) I knM => е ^  I f n- 1 (х) | ^  М, так как k <  1, Следо­
вательно, мы можем применить результат п. 2 при значении пе­
ременного /„_і(х):

I / Un-i (*)] l < k \  fn-1 W l < b  knM =  kn+lM.
Отсюда получаем

lL W i  =  l / l / n- iW ]!< s u p (e , kn+1M)'



Il fn -  О II =  Il fn II =  sup I fn (x) I <  sup (e, kn+iM).
U |< m

А так как k <. 1, то предел последовательности kn+xM равен 0; 
значит, найдется такое целое N, что

п >  N ^ k n+XM < е # | | / я - 0 | |< е .
Во всех предыдущих неравенствах е >  0 произвольно; по­

этому мы можем утверждать, что последовательность ||/п — 0 || 
имеет предел 0 , т. е. последовательность функций /„ равно­
мерно сходится к нулевой функции.

4.26. 1. Функция 1 /х непрерывна при х ф  0, а функция си­
нус непрерывна при всех' действительных значениях; следова­
тельно, сложная функция f непрерывна всюду, кроме, быть мо­
жет, x =  0 .

Покажем, что / не будет непрерывна в 0 ни при каком зна­
чении параметра уо, т. е. / не имеет в 0 правого предела. .

Определим последовательность хп так, чтобы

Очевидно, что последовательность хп стремится к 0, a f (xn) =
=  ( —1) п, и f(Xn) не сходится; значит, функция / не имеет в 0 
правого предела, и в частности, не может иметь правым преде­
лом уо (определение предела через сходящиеся счетные после­
довательности) .

2. Пусть 0 <  Х\ <  х2 <  . . .  <  1/я— разбиение интервала 
(0 , 1/я] на такие интервалы, на которых <р была бы постоянна. 
Функция f принимает на интервале ]0, Х\[ все значения из интер­
вала [—1, 1]; если обозначить чер^з фі значение ф на этом ин­
тервале, то

sup I f{x) — ф(х) | =  rnax(| 1 — Фі I, I 1 +  Фі I), 
но

I 1 —ф.І +  П + Ф і | > | ( 1 — ф,) +  (1 + ф ,) 1 =  2, 

и стало быть,
шах (I 1 — Фі I ,  I 1 +  Фі | ) >  1.

Таким образом, не может оказаться, чтобы \f(x) — ф ( х ) |<
<  1/2 для всех значений из ]0 , Xj[, а значит, и для всех значе­
ний из [0 , 1/я].

В п. 1 было доказано, что f не имеет в 0 правого предела, и 
стало быть, эта функция не будет ярусной, т. е. найдется такое 
во, при котором не существует ступенчатой функции ф, удовле- - 
творяющей условию

I / (х) — Ф (x) I <  е0, Ѵх <= [0, 1/я];



предыдущий результат и есть выражение этого факта при 
ео =  1/2 (это есть отрицание свойства, которое используется 
для доказательства того, что функция f — ярусная; см. задачу 
4.23, п. 3 или Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 5-й раздел, за­
мечание в конце § 1).

4.27. Если х е ] а ,  6], то f непрерывна на [а,х] и дифферен­
цируема на ]а,х[, и значит, по теореме о конечных прираще­
ниях, существует такое с ,  что

а < с < х ,  Щ - =Ш 1  =  П с ) .

По определению предела, заданному е >  0 соответствует 
такое а, что

а <  и  <  а =# I / '  { и )  — / 1 <  е,

f ( x )  — f ( a )
и значит, такое, что

а < х < а = ^ а < с < а = Ф | / ' ( с ) - - / |  =

т. е. I, по определению, есть предел отношения
f ( x )  — f { a )

<  е,

когда X стремится к а  справа.
Если производная f ' имеет в а  правый предел, то функция f  

дифференцируема в а  справа, и ее правая производная равна 
правому пределу функции чем и объясняется обозначение 
/ '(а  +  О) для правой Производной в а .

П р и м е р . Функция Y  х  имеет конечную производную 
всюду, кроме 0 , функция sinx дифференцируема, поэтому про­
изведение дифференцируемо всюду, кроме, быть может, 0 , и

П * ) ’
Когда х->0,

' гѴх Y X COS X.

s i n  X
2Vx 2 Ÿ  X

— - > 0  и f'(x)->-0 .

Функция f  дифференцируема справа в 0 и / '(+ 0 )  =  0. 
(Это видно и непосредственно:

f ( x )[х)  s i n *  _ \—  = —7=г- - > 0  при х -»-0  .
X У X I

4.28. Функция f  дифференцируема при х  ф  0, ибо функция 
X2 дифференцируема, функция cos 1/х дифференцируема как 
композиция двух дифференцируемых функций,

Г  (X)  =  2х cos j  +  X2[ ( -  ^г) ( -  sin 4 ) о 1 , . 1— 2х cos — +  sm —.X X



При X —>-0
/ ( * ) - / (  0) 

X =  X  cos —X

Функция / имеет в 0 нулевую производную и, значит, диффе­
ренцируема в каждой точке области определения.

Дифференцируемая функция / непрерывна, и стало быть, 
ярусна'. Функция / ' не будет ярусной; в самом деле, функция
2 а; cos y  ярусна (и даже непрерывна, если продолжить ее, за- -
дав ей в X =  0 значение 0 ), и если бы f' была ярусной, раз­
ность / ' — 2 л: cos I /л; была бы ярусной функцией, а мы видели 
(задача 4.26), что функция sin \/х не является ярусной на 

С О ,  1 / я ] .
4.29. 1. / — четная функция, всюду определенная и непре­

рывная, так как многочлен х4 — 2л2 +  2 принимает значения, 
превышающие 1. Функция / дифференцируема (как частное су­
перпозиций дифференцируемых функций) и

/ '  (*) =  X Y  2 (х4 -  2х2 +  2)" ’/! +  

1-2 У  2 I \ \ ,_л+ ̂ г ~(- т) (*4 -  2x2 + 2Г’/г(4*3 -  4*) = х Г 2  { 2 ~ х \2 V 2 / ’ ’ {х* — 2х2 +  2)*Ь

f'(x) имеет знак числителя, и мы можем охарактеризовать по­
ведение функции.

Поскольку /  ~  х2У  2/2х2 при х-> ±  <х>,  то f (х) при л: - >  ±  о о  

имеет предел Y 2/2 ; итак, для функции / имеем

- 0 0 - ^ 2  О  У  2  + 0 О

/ V2 / 1 \  / 1 \  У~2
2 /  \  0 /  \  2

Сложная функция g =  arcsin ° / определена всюду, по­
скольку / принимает значения из интервала [—1, 1]; она будет 
четной; g изменяется в том же направлении, что и /, ибо 
arcsin — возрастающая функция; итак,

—  о о  —  У ~ 2 0  Ѵ~2  +  о о

п п
S / Т \ / Т \  „Д /  \4 о /



2. 1) Если функции / и arcsin имеют в х  конечные произ­
водные, то сложная функция_£ дифференцируема (кроме слу­
чая /(х) =  1, т. е. кроме — У  2 и ^ 2 ), и

„// .Л ■ f ' ( x )  — x V 2 ( 2 - x 2) -y f 2 ( х 4 — 2 х 2~ + ~ Т )_
ê  W  \ Г \  _  /2 ( Х) _  2 л:2 +  2 ) Ѵі У ( х2 —  2 ) 2

___ 2 л: ( 2  —  л 2 )

(х* -  2х2 +  2) I X2 -  2 I ‘
Окончательно:

g'(*) =  - £ +  2 при I « I >  Ѵ"2, 

g ' ( x ) =  x * - f x 2--+ 2 п р и  U K / 2 .
2) Поскольку g  — четная функция, достаточно провести ис­

следование для значения х — У  2 (рис. 13): когда x - * Y 2 + 0

(т. е. справа), g'  (х) -> — У  2; когда х - > У  2 — 0 (т. е. слева), 
g ' { x ) - > y  2. Тогда, как известно (задача 4.27), g имеет в У  2 
правую и левую производные:

ё ' ( У 2  +  0) =  - У 2 ,  g ' ( У 2 - 0 ) = У 2 .

Но в этой точке функция g недифференцируема, так как зна­
чения производных не совпадают (это есть пример максимума, 
не соответствующего нулевой производной).

График функции g, в силу четности g, симметричен относи­
тельно оси Оу; в точках с абсциссами — У 2 и У 2 он имеет 
различные правые и левые полукасательные.

4.30. 1. / определена всюду, кроме х — —1, и в этих точках 
непрерывна и дифференцируема.

Когда X  —* — 1 справа (слева), (1 — х)/ ( \  +  х) стремится 
к Ч-оо (—оо) и arctg(l — х)/( 1 -f-х) стремится к -|-зт/2  (—я/2 ); 
функция / имеет правый и левый предел:

/ ( - 1 - 0) =  — — я, / ( - 1  4- 0) =  - ^  +  я.



f'{x)

При X ф  — 1 производная принимает значения
2(л:2+ 1 )  —  2л: (2л: -f- I ) 1 -^2

U2 +  l)2
+ (1 +  *)2'

_  — 2л: (1 + 2 л )
(*2 +  І )2 '

Когда дг—*• —1, f'(x) имеет предел — у ;  следовательно, функ­
ция [и равная f при 0 - 1  и / ( — 1 + 0 ) при х — —1, имеет в 
х = — 1 правую производную, равную — у ;  точно так же, 
функция /2, равная f при дг <  — 1 и f ( — 1 — 0 ) при х = — 1, 
имеет в х =  — 1 левую производную, равную — ÿ  (результат 
задачи 4.27).

Производная f ' (x) имеет знак произведения — *(1 -f- 2х) ; 
итак, можно охарактеризовать поведение функции /:

—  оо — 1 —  у  0 +  оо

п
~ т

\
1

- т - я

- 2 + Я  1 + Т

\  /  \
\  /  \
2  a r c t g  3  —  у

Приближенное значение 2arctg3 равно 2,5

Построение графика не представляет труда (рис. 14); уже 
известно, что прямая у =  —я /2  есть асимптота и что в точках 
с абсциссой — 1 имеются правая и левая полукасательные с на­
клоном (угловым коэффициентом), равным — ÿ .



График может быть уточнен (чего здесь не требуется) по­
средством изучения знака f"(x)  для определения выпуклости /:

f „  / ч _  9 4х3 -Ь Зл:2 — 4лг — 1 9 N (х)
I W  — z ( х 2 +  I)2 ( х 2 +  I)2 ’

N ( — оо) =  — оо, N (—2) =  — 13, N ( - l )  =  2,

N  (0) =  — 1, N ( l )  =  2, N ( +  oo) =  +  oo.

N имеет 3 нуля: дгь *2 и х3, которые удовлетворяют неравен­
ствам

— 2 <  X, <  — 1 <  — у  <  *2 <  0 <  х3 <  1.

График обращен выпуклостью вверх на интервалах [хь —1[, 
]— 1, лг2[ и [х3, +оо[, и выпуклостью вниз на интервалах
] —  0 0 ,  2 d ]  И [ * 2 , * з ] .

И наконец, заметим, что между —1 и 0 график очень сплю­
щен, так как максимумы функции / близки к 2,64 и 2,57, а ми­
нимум близок к 2,5.

2. Для п =  2 утверждение верно, так как

Г(х) ААх)
(х2 + I)2 ’

где А2 (х) =  —2х ( 1 +  2х).
Допустим, что оно доказано для 2, 3, . . . .  п. Имеем

*(я-і)/..ѵ А п(*) А'п (х) (х2 +  1 ) - 2 п х А я (х)
1 КХ} (х2+1)п=9Г К) (**+ 1)и+і

f n) — рациональная дробь со знаменателем (х2 +  1 )п+1 и чис­
лителем Ап+І — (де2 +  1)і4,„ — 2пхАп\ если старший член у А п 
равен апхп, то старший член у Лп+] равен

папхп+1 —  2  папхп+1 =  — папхп+\

т. е. А „+ 1 имеет степень п +  1.
Вопрос о нулях А п исследуем также по индукции. А2 имеет 

два различных действительных нуля: — ^  и 0. Допустим, те­
перь, что А„ имеет п различных действительных нулей. Тогда 
производная / ' " -І>  имеет п нулей Хи х2, . . . ,  хп и между двумя 
из них лежит хотя бы один нуль первой производной f n) функ­
ции f n~ l) (теорема Ролля); кроме того, f n~ l) стремится к О, 
когда X —* ± °о ; между —оо и хх и между хп и +оо имеется по 
крайней мере один экстремум функции f n~X), а значит, и нуль 
производной f n).

Итак, производная / (rt) имеет по меньшей мере п +  1 раз­
личных действительных нулей (по одному внутри каждого из



интервалов последовательности — оо, хь х2, . . . ,  хп, r-fo°); эти 
нули суть нули многочлена Ап+І степени и +  1, который не мо* 
жет иметь других нулей; все эти нули действительны и раз­
личны.

4.31. 1. Так как 0 не может служить корнем предложенного 
уравнения, то оно может быть заменено уравнением

ахх~а =  1.
Для исследования этого уравнения изучим поведение функ 

ции f, определенной равенством f ( x ) = a xx~a, которая опреде­
лена, непрерывна и дифференцируема для любого х >  0 , и

f '  (х) — х~аах Ina  — ax~a~lax — ахх~ а~ 1 (х In а — a).
1) Если a  ^  0, то производная f'(x) положительна, и функ­

ция / возрастает от 0 до -foo; стало быть, она принимает зна­
чение 1 один и только один раз.

2) Если a  >  О, то производная f' при a/(ln  а) обращается 
в нуль, и

* < 1 5 Г ^ П * ) < 0 ,  * > 7 н т = » Г ( * ) > ° .

Если х -> 0 , то аж-> 1 и r “ - » - - f o o ;  f(x)  стремится к '+ о о .
При x - ^ - j - o o  произведение ахх~а есть неопределенность 

(а х - >  +"оо, а х- а -ѵО); но мы знаем, что это произведение стре­
мится к -f  оо (сравнение показательного и степенного роста см., 
например: Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 7-й раздел, ко­
нец § 6 ).

Отсюда получаем поведение функции f :
а

0 —- — +  оо
in а

- f -  ОО +  оо

f \ /
ч  /

т
где

. т = ““''" “ Ы т П = Н Н ‘ -
Функция f принимает значение 1 дважды или ни разу, в зависи­
мости от того, будет ли т <  1 или т >  1. Итак:

a >  0 и е I n  а j  

a
- два решения,

a >  0 и е I n  а  ^  .
a  ^ - нет решений,

a >  0 и е In а = а  — одно двойное решение,
a ^  0 одно решение.



2. Доказательство основано на свойстве возрастания пока* 
зательной функции с основанием а >  1; действительно,

ах =  X =#■ а =  X,
ах >  X =# а > ах > X,
ах <х=^> а < ах < X.

Следовательно, для того чтобы а ^ = х ,  необходимо, чтобы 
ах — х\ это условие и достаточно. Так как корни х  этого урав­

нения— положительные числа, то 
можно применить результат п. 1. 
Итак, уравнение имеет два решения, 
если е 1п а < 1, и не имеет решений, 
если е In а >  1.

4.32. Известно, что / (х) — ех Іп *.■ 
Функция / определена, непрерывна, 
дифференцируема для * > 0  и

f '(x) — еХІп х (1 +  In х).

f ' (x) имеет знак величины 1-\-1пх,  а 
стало быть, знак величины х — 1/е4 

Итак, функция / ведет себя следующим образом (рис. 15) і
л:->0 =фл:1пд:->0 =ф/(л:)->1,

Ж—> +  оо=фх1п х —> +  оо f ( х ) оо;
О 1/е 1 +  оо

1

\ /
/

+  °°

Чі -1/е /

Касательная в точке (0,1). При х —>0 
f i x ) -  1 gjclnx — 1 Jnx

-----------  /V/--------- >.
ИЛИ

X X X

f '(x) =  ( 1 +  ln x)f(x}-> -  00.

oo

Ось Oy служит касательной.
Бесконечная ветвь. При х -> + о о

f i x)
X

а ( Х — 1) ІП X  . +  °о;

Оу есть асимптотическое направление, но не асимптота. 
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4.33. 1. Система (S) равносильна следующей системе, полу­
ченной из (5) логарифмированием:

{ х +  у)\пх =  п\пу,
(х +  у )  1п у  —  т ln X. '

Если одно из неизвестных равно 1, то другое тоже равно 1 
(очевидное решение).

Если же X  и у  отличны от 1, то правая и левая части первого 
уравнения не обращаются в нуль. Образуем систему, равно­
сильную системе ( 1), заменив второе уравнение уравнением, 
полученным в результате почленного умножения обоих урав­
нений ( 1):

(х +  у) In X — п In у,
(2)

(х  +  у)2 3 ln X ln у — тп ln X 1п у,

а затем, разделив обе части второго уравнения на произведе­
ние ln X ln у Ф  0:

(х +  у ) \п х  =  п\п у,
(х + у)2 = тп.

Для того чтобы система (3) имела решения, необходимо, 
чтббы тп >  0, что мы и будем теперь предполагать. Тогда 
в силу того, что X +  у  >  0, система (3) равносильна системе

X + у = У  тп ,
In у т

Y  тп
In

(4)

2. Рассмотрим вначале случай т >  0 (а значит, и д > 0 ) .  
Положим Y m n  — p и Ут\п — <7. Тогда система (4) примет вид

\ny  =  q\nx,  у =  х \
х  +  у  =  Р  X  +  Xя =  р .

(5)

Соответствие х-+х- \ -хч  определяет функцию ф, возрастаю­
щую от 0 до + о о ;  стало быть, функция ф принимает, и притом 
только один раз, значение р; система (5) имеет единственное 
решение, которое совпадает с очевидным при р =  2 или тп =  4.

3. Предположим теперь, что т <  0 (а значит, и п <  0) ; то­
гда, в обозначениях п. 2, система (4) приобретает вид

In у = — q ln X,
х +  у — р О

У =  х-ч,
X + Х'Ч =  р. (50

Чтобы получить число решений последней системы, изучим пове­
дение функции

ф (х) == X +  х~ч,



ф определена, непрерывна и дифференцируема при х >  О, и
ф' (х) — 1 —- qx~ (<г+І).

ф' обращается в нуль при Хо =  рИд-Н) и имеет знак разности 
X — х0. Если теперь положить р0 =  ф (х0) =  q1/(9+,) +  q-чИя+и̂  то 
поведение функции ф описывается таблицей

I О  Х 0 +  ОО

- f -  ОО +  0 6

\ /

ф

\/

Ро

Если р <  ро, то система (5') не имеет решений.
Если р >  ро, то система (57) имеет два решения, но одно 

из них при р =  2, т. е. при тп — 4, будет очевидным.
Если р =  ро, то система (5') имеет одно решение, которое 

может рассматриваться как двойное.
4.34. 1. Проведем доказательство индукцией по га. Для и =  2 

это есть определение выпуклой функции. Допустим, что утверж­
дение верно для целых чисел — 1, и запишем

п п п
2  РіХі =  Р|Х, +  Yi  Р‘х ‘ =  Pix i +  ( 1 — Pi) Y  T —p, x‘ •
ï=l i=2 /=2

Имеем
п

У  Рі = іZ n - Pli=2
так как

п
2  Pi =  1 — Pi.i—2

Положим

i—2

Используя определение выпуклой функции, записываем

f ( J j  PtXtJ =  î [Pl*I +  ( 1 -  Pi) Pi] <  P J  fa) +  (1 -  Pi) / (p,).

Но для суммы из га — 1 членов искомое утверждение верно, по­
этому

/ (*<)•



( п \ п п
2  РіХі ] <  Pif (Xi) +  (1 -  Pi) У ]  f (Xi) <  J ]  Pif (Xi).

1=1 J i—2 1 i=l
2. Известно, что

f '  (X) =  eu“-1, f" (x) =  a (a — 1) xa~2.
Величина xa~2 положительна, поэтому производная имеет знак 
произведения а  ( а — 1). Таким образом, /" при ос >  1 строго по­
ложительна, а / — строго выпукла (Пизо и Заманский, Анализ, 
гл. Ill, 6 -й раздел, § 4, следствие из теоремы 2).

Выпишем формулу из п. 1, положив все рг равными между 
собой, т. е. равными 1/п:

І=1
Xа 

і ’

а затем умножим обе части на па:
п \а

2  < п а-'

Мы пользовались формулой, установленной в первом пункте; 
анализ ее доказательства показывает, что для строго выпуклой 
функции наши неравенства будут строгими, кроме единственного 
случая, когда значения переменных х\ и у\ равны. Значит, необ­
ходимо, чтобы Х\ — уі, и если предположить, что Xi =  min x it то 
условие Х\ =  у\ влечет Хі =  х\ для всех значений і. Итак, равен­
ство достигается в том и только том случае, когда все Хі между 
собой равцы.

3. Доказывается индукцией по п.
1) Пусть п — 2. Исследуем поведение функции ф(/) =* 

=  (хі - f  t )a — ta при t >  0 ; эта функция непрерывна и диффе­
ренцируема и ф'(/)== «[(*, + f)“" ' - * “■ ']>  0 , Так как х\Ф<д. 
Функция ф строго возрастает; поэтому для х2 >  0

ф (*2) =  (хі +  ^2)а — х% >  =  ф (0).
2) Для перехода от (п — 1) к п воспользуемся предыдущим 

результатом:
п а

2  х{
.і=і

=
’п - 1  \  1“  / п - 1 \ а

2 * c j+ * n  > ^ 2 Лту +

А поскольку для п 
верным, т. е.

— 1 искомое неравенство предполагается

’п- 1 \а п-\
2  xij > 2  xf,

то, комбинируя оба неравенства, получаем требуемое.



f ( j ) = a T + t

а
> о .

Функция f, определенная формулой /(w) =  aw +  ß — м“, для 
и >  0 , непрерывна и дифференцируема, а так как 0 <  а =  
=  1 — ß <  1, то

f'  (и) =  а (1 — ыа_І) имеет знак разности и — 1 ,
/(1) =  а +  ß — 1 = 0 .

Таким образом, имеем
I  0 +  °о

f
\

\  /
/

о
Функция принимает только неотрицательные значения, обра* 

щаясь в нуль в единственной точке и =  1. (Для данной задачи 
нет необходимости искать пределы f при и-*-0 или м -> + оо .)

Положив теперь и — xjy, получаем, что искомое неравенство 
справедливо и что равенство достигается лишь при х — у.

2. Указанные операции дают

xfyf: аіьі 
ааЬ*

Д/а
а +  ß - r -

S/=!
üibi ^  аайр а

а

Если теперь положить

J/a
І = 1 І—І

то выражение в скобках будет равно а +  ß =  1, и'
п / п \ а / п \Р

( 2 b l /ß) •

4.36. 1. Знаменатель функции ф не обращается в нуль на 
]хи Х2], и ф непрерывна как частное непрерывных функций. А по­
скольку функция / дифференцируема (справа) в точке х и то ф 
имеет в х\ (правый) предел, равный f ' ( x і). Если положить 
ф(-^і) =  f ' (x i)> т0  Ф> по определению, будет непрерывна в х и а 
значит, и на всем интервале [хи х2]. То же самое будет и для ф, 
если положить ф(х2) =  f  (х2).

Непрерывная функция ф принимает в точках хи х2 значения 

ф(*і) =  П * і) и ф {х2) =  =  г;



стало быть, она принимает хотя бы один раз все значения из 
интервала [f'(xі), г\ (см. Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 
2-й раздел, § 2, теорема 2). Точно так же, функция ф принимает 
хотя бы один раз все значения из интервала [r,f' (хг)]. поскольку 
/'=='ф(лгі) и f ' (x2) =  ф(х2). Значение т, заключенное между f ' (x і) 
и f ' (x2), принадлежит одному из двух интервалов [f'(xi),r], 
[л Г ^ г)]; значит, это есть значение, принимаемое функцией ср 
или функцией ф.

2. По условию, в [а, b] найдутся такие числа Х\ и х2, что 
/ '(х і) =  а  и f ' (x2) =  ß. Функция f удовлетворяет на [хь х2] ус­
ловиям п. 1, поэтому любое значение т между а  и ß прини­
мается одной из функций ф или ф, скажем, ф; тогда в [х\, х2] 
найдется такое х, что

X —  Xt

Но на [хи х] функция / непрерывна и дифференцируема, и зна­
чит, существует такое с е  ] х\, х [, что

т f (x )  — f ( Хі) __ с, , ,
X —  Х \  /  W

(теорема о конечных приращениях).
3. Если / выпукла, то ее производная / ' возрастает. А так 

как / ' принимает значения f'(a) и f '(b),  то она принимает и все 
значения между ними (доказано в п. 2). Из этих двух свойств 
следует непрерывность производной /', если воспользоваться 
задачей 4.16.

4.37. 1. Будем предполагать h >  0 (заменив в случае надоб­
ности h на —h). По условию, при О,

f(xa + h ) - f { x ^ _ ^ f l{x(jJr%

f, (Хо _  0))

и значит (теорема о пределе суммы),
f  (*о  +  h )  — f  ( х 0 —  h )  __  1

2 h  2
f  ( *o +  h )  — f  ( * 0) + f  (jc0 —  h )  —  

- h

- > у [ П *  о +  0) +  Г ( * о - 0 ) . ]

Функция f имеет симметрическую производную / '(х 0), и

№ ) = т  I f '( * .+  <>)+/'(*.-<>)]•

2. Отношение
I M - й  PI =  sinl



не имеет предела при х -+0  (как справа, так и слева); стало 
быть, / не имеет в 0 ни правой, ни левой производной. Но /  — 
четная функция, и поэтому она имеет в нуле нулевую симметри­
ческую производную:

f (0  +  И) — f (0  — h) п -
---------- 2Л---------- =  0 =#/s (0) существует и / ' ( 0) =  0 .

3. Возьмем h >  0; тогда, по условию,
f (x0-\- h) — f (х0 — h) ^  0 ,

| j m  f (*0 +  h) — f(xo — h) 
h ->0 2 h /

4. Проведем исследование, аналогичное проведенному в 
курсе для производной в обычном смысле. Имеем
(f +  g )  (*о  +  h) —  (f +  g) (Xq — h)

2 h
__  f (x0 +  h) +  g  ( xq +  h) — f (x0 — h) — g ( x 0 — h) _ _

2 h
_  f (*o  +  h) — f(x0 — h) , g (xo +  h) — g (x0 — h)

2h ' 2h '

При /г->-0 каждое йз отношений в правой части, по условию, 
имеет предел; поэтому сумма имеет предел и функция f -\- g 
имеет в х0 симметрическую производную, равную

(H - gYs(x0) ^ f s ( Xo ) +  ë s i Xo)
(отметим, что для доказательства этого не требуется непрерыв­
ность f u g ) .

Для симметрической производной произведения восполь­
зуемся тождеством:
(fg) (x0+ h ) - ( f g )  ( x o - h )  =

=  f (xo +  h) g (x0 +  h) — f (x0 — h) g (x0 — h) —
— f (*o +  h) [g (xo +  h) — g(x0 — h)] +  g (x о — h) [/ (x0 +  h) —f (xa—h)], 
a затем, разделив обе части на 2h, получим
(fg) U 'o +  h) — ( fg) (x0 — h) __

2 h

= №. + />)-tfaf+»-«<«>-»> + g t e - h )  f b.+ *)->(«.-»).
Когда 0 ,

/ ( a'o +  h)-+f (x0), g (x0 — h)-> g (xQ)
(b силу непрерывности f u g ) ,  отношения имеют пределы g '(x 0) 

и / '(х 0); левая часть имеет, следовательно, предел, т. е. функ­
ция fg имеет симметрическую производную, равную

(fg)s К )  =  / Ы  §s Ы  +  8 К )  К W -

Г. О



4.38. 1. Множество Ех непусто (содержит х х), мажорируется 
значением х2, и значит, имеет верхнюю грань g. По условию, 
ф(*і) >  Я, а поскольку ср непрерывна в х х, то найдется интервал 
[хх, Яі +  г] [, на котором ср(х) >  Я,; этот интервал содержится в 
Еъ и следовательно, £ ^  х х +  ц >  х х.

Точно так же, ф(х2) <  Я, и ф непрерывна в х2\ стало быть, 
найдется интервал ]х2— ц' , х2], на котором ф(jc) <С Я; отсюда 
К  хг — г]' <  х2.

Пусть | е ] а ,  ß[. По определению верхней грани, имеется 
хотя бы одно число и (= Ек, а  <  ы <  g. Кроме того, все числа 
V ^  £ не принадлежат Ек и, значит, удовлетворяют неравенству 
ф(п) sC Я.

Допустим, что ф(£) не равно Я. Тогда найдется такой содер­
жащий I интервал ]сс, ß[, на котором | ф (лг) — ф(І) |< |ф ( і )  — Я,| 
(непрерывность ф в £). При этом условии разность ф(л:) — Я 
имеет тот же знак, что и разность ф(|) — Я, и функция ф при­
нимает на ]а, ß[ только меньшие, или только большие Я значе­
ния, что противоречит предыдущему.

Число g не принадлежит Ек, так как ф(£) =  Я. Но можно вы­
брать в Е% бесконечную последовательность чисел иіг имеющую 
пределом положим «,• =  |  — /г,-. Числа і»i =  |  +  /г, будут боль­
ше g и не принадлежат Ех. Имеем

Ф («,) =  ф (і — hi) >  Я, ф (ѵі) =  ф ( | +  hi) <  Я.
По условию, ф имеет в g симметрическую производную, и, по 
определению предела функции через последовательности, можем 
записать:

Ф'в(І) =  !іт  Ф(6,+  ^ Ф (е - ^ < 0 .

2. Если f не возрастает, то в [a, b] найдутся такие два числа 
Л'І и х2, что

хх< х 2, f ( x l) > f ( x 2).
Сужение ф функции f на замкнутый интервал [хх, х2] удовлетво­
ряет условиям п. 1, откуда следует, что в ]хі, л:2[, а значит, и в 
]а, Ь[, существует число для которого

ф; ( і ) = г, ( ё) < о,

что противоречит сделанному предположению.
3. Функция kx — f имеет на ]а, Ь[ строго положительную сим­

метрическую производную k — f's. Действительно, симметриче­
ская производная функция kx равна ее производной (задача 
4.37,1));

разность двух функций, имеющих симметрические производ­
ные, имеет симметрическую производную, равную разности двух 
симметрических производных (результат задачи 4.37 п. 4, не­
сколько видоизмененный).



Для функции kx -— / выполняются условия п. 2, и поэтому 
она возрастает на [а, Ь\.

*1 <  Х2 kxi —  ï  (*l) <  kX2 —  / fe).
X\ X2 / (-̂ 2) f (-Ч) ^ (-̂ 2 X\).

Если симметрическая производная f's имеет на ]а, b[ верхнюю 
грань М, то предыдущий результат может быть применен к лю­
бому числу k > M .  Число f(x 2) — ï(x \)  есть миноранта множе­
ства чисел k(x2— Х\), где k > M \  стало быть, оно не превосхо­
дит нижней грани М (х2— Х\) этого множества:

f  ( * 2 )  —  / ( * і ) <  М (х2 — X,).

Аналогичным рассуждением получаем минорирование раз­
ности f (x 2) — f (x  1) числом т ( х 2 — х і), для чего рассматриваем 
функции f ( x ) — hx, где h — произвольное число, строго мень­
шее т .

Если f's ( x ) ^ 0 ,  то нижняя грань т множества f's больше 
или равна 0 , и полученное неравенство показывает, что 

Х\ Х2 f {Х]) ^  /  (х2),

т. е. функция / возрастает.
Если /  не является строго возрастающей, то найдутся по 

крайней мере две точки хо и х'0, для которых
х0<Хо  и f (x 0) =  ï(x'o).

А поскольку функция f  возрастает, то для любого х Œ [х0, х'0] 

Хо <  X <  х'0 =Ф / (х о Х  /  (х) <  f  (Хо) - / (Хо).
Итак, / постоянна на [х0, х'0] и имеет на этом интервале нулевую 
производную, равно как и нулевую симметрическую производ­
ную.

4.39. 1. На интервале ]0, я/2] функция / представляет собой 
частное двух непрерывных и дифференцируемых функций; зна­
менатель X не обращается в нуль; / непрерывна и дифференци­
руема и

г ,  ,  ч X COS X — s in  X
f ( х )=  ------ ~г------- •

Исследование в точке 0 получается сразу, если взять фор­
мулу Тейлора— Маклорена второго порядка для синуса

sin X =  X +  о (х2) =Ф f (х) —  1 +  о (х).

(Остаток фП(х)хп/п\ (в обозначениях Пизо и Заманского, Ана­
лиз, гл. III. 6 -й раздел, § 6 ), по определению, есть о(хп), по­
скольку (р„(х) стремится к 0 вместе с х )

При x -> 0 , f ( x )-* -1 и  ̂(Х*Х~  1 =  °"<Y ~ 0- Функция / не­
прерывна в 0 и имеет там нулевую производную. (Для вычисле-



ния производной в 0 можно было бы также найти предел произ­
водной применив формулу Тейлора для синуса и коси­
нуса) .

2 . Производная f '(x) имеет тот же знак, что и ее числитель 
X  COS X  — sin X — cos * (х — tg х),

и значит, отрицательна на интервале ]0, я/2]. Гранями убываю­
щей функции / будут значения / в концах интервала:

j  s in  X  ^  2 
X  л

4.40. 1. По формуле Тейлора — Маклорена третьего порядка 

arctg X — sin х =  X — -7j—|- о (x3)j — х — -у- +  о (х3) ==

=  - 4  +  о(х3),

tg x  — arcsinx =  [x + у  +  о(х3) ] — [х +  Ç  + о (х3)] =  ̂ - +  о(х3); 

при х - > 0  имеем

a r c t g  X  — s in  X  __  —  х 3/6  +  о ( х 3
+  о(1)

t g  X — a r c s i n  X X 3/ 6 +  о  ( * 3) 1.
6 +оП )

2. Знаменатель х функции / имеет порядок 1; значит, для 
нахождения предела функции / достаточно найти разложение
первого порядка для \п(ех— 1)/х; для нахождения предела — -—
надо использовать разложение второго порядка:

^  =  1 + т  +  - т  +  °(*2)-
Композиция этого разложения и разложения 
ский, книга IV, гл. I, § 5)

ln ( I +  и) =  и +  - ^  +  о(и2)

(Пизо и Заман-

дает следующее разложение для Іп{ех —  1 )/х:

1п{ '  +  [ ! - + - ? - + о <*!> ]} =

= І + т - т ( т + 4 ) 2+ ° < ^ “ І  +  ж  +  “М -
Итак, при х -> 0

! W = Y  +  +  +  oW

Ч / м Ч ) = + + ° ( і )
имеет предел 

имеет предел

2 ’



3. Две функции cos л: и (1 +  ах2)/(  1 +  Ьх2) имеют в 1 одина­
ковые значения; можно заранее подобрать а и b так, чтобы два 
члена в разложении разности уничтожились. Для этого найдем 
четыре первых ненулевых члена разложения этих двух функ­
ций. Для косинуса имеем

COS X = 1 7̂ I  ̂ ”Ь О (.V®).
Многочлен, наименьшая степень членов которого строго боль­
ше п (при х - * 0 ), есть о(хп), и значит, деление по возрастающим 
степеням позволяет записать

I *  в** =  1 +  (а — b) X2 — b (а — Ъ) х* +  Ь2 (а — Ь) л:6 +  о (л:6),

я (*) =  -  [ т  +  (° -  ь)] х% +  [ я  + ь {а -  bï] х4 -

— [т^о +  Ь<1 (а -  6)] * 6 +  0 (*6)-
Возьмем

а — Ь =  — у , Ь(а — Ь) =  — -24 ;
тогда

Ъ -jy, Ö îj , g (х)  -J44Q + О {х ).

4. Положим X =  1//, чтобы свести все к более простому слу­
чаю t-> 0 :

«  ( о — а ( і ) _= J . [Ц.— о + о - " ; .

Найдем разложение первого порядка выражения в скобках (по­
скольку порядок знаменателя t равен 1):

(1 +  /)-!/< =  e-O/fl I" (1 + 1) =  e-l + </2+o(fl = 1  + 1 . 14-0 ( t ) .

Отсюда

Я (0  =  — — ^  ПРИ f - *0-
4.41. 1. По условию,

g =  f +  o(f) =  f [ l + o ( l ) l  

1пя =  І п / +1 п [1 + о ( 1 ) ]  =  1п/+о(1) .
А так как f  имеет предел 0 или +  оо, то функция |1п / | при этих 
условиях имеет предел +  оо. Тогда функция ф =  In g  — ln /, 
будучи о ( 1 ), будет тем более о (In /):

I <Р (*) К  е =£| ф (лг) К  е I In / |.
Следовательно, ln g =  ln / +  о (ln /), что и является определе­
нием эквивалентности функций.

2 . При Х-*  +  оо

ех — 1 ~е*=ф 1п (6х — 1) ~  In ех — х.



Применим этот результат к

± [ l n ( e * - l ) - l n  * ]= -!ü i£fix) 1) In X

При X —> оо имеем:
In (ех — 1)

X

In X

In ех , ~ ------=  1 In (ех — 1)
1.

О (сравнить возрастание In х и л:а) /

4.42. Здесь дважды применяется формула Тейлора третьего 
порядка для функции In ( 1 +  х) и (1 + * ) 3/s:

1п (1 + * ) = , - 4 + 4 ^

( і + 4 г = і + | * + 4 ^ - 4 ( і  +  с г ' '’2 "  1 8 

А так как с положительно, то

1 +  0  1 4 0 < Т)- ~ ср-

отсюда сразу же выводим

(О <  с < х) 

(О <  с <  х).

<  1 0 < ( 1 + с Г /2<  1:

О <  4 ( 1  +  с)3 =  1п ( ! + * ) - *  + 4  < 3 ’

0 > - 4 <‘ +  с Г ѵ- = < 1  + * ) ■ ''- ( !  +  | * + | * г) > —

4.43. Рассмотрим
Л

о„ =  !пи„ =  2 1п ( і +-§■)•
Р=1

Формула Тейлора второго порядка в применении к 1п(1+ж) 
позволяет, как и в задаче 4.42, доказать, что если х >  0, то

л: — <  In (1 +  *) <  X,

и если записать эти неравенства для каждого члена суммы ѵп„ 
то получим

ps=l р=*1 р*= 1



но
п+  1

2 п
п(п+ 1)

LÀ 1
р=і

•2 -р=І

2 У  < n - n 2=#2 - g - < - ^
P = 1 P = 1

2 ’

0 .

Следовательно, vn, минорированная и мажорированная последо­
вательностями, сходящимися к У2, сходится к Ѵг. и ип =  е ѵ* 
имеет предел е'/г =  .

4.44. 1. Функции g и h непрерывны и бесконечно дифферен­
цируемы как композиции непрерывных и бесконечно дифферен­
цируемых функций. Производные первого и второго порядка 
имеют вид

„//.Л s in j/ T  „ „  l t A _ * \ n V ~ X  - V x  c o s V x

ë W ~ ~ ~ W T '  ë  4хГх

h' (x) - sh Y — X 
2 Ÿ —~x h " (x) = s h ) ^  —  X —- У  —  X c h | C  —  X

4 x Y  — x

2. При x >  0 функция f совпадает c g\ следовательно, она, 
как и g, непрерывна и дважды дифференцируема, и легко ви­
деть, что

Axf" (х) +  2 f '  (x) +  /(*) =  4xg" (x) +  2g' {x) +  g (x) =  0 .
Аналогичное рассуждение повторяется для x <  0, где f сов­
падает с h. Стало быть, достаточно исследовать f на непрерыв­
ность и дифференцируемость в 0 , исследуя отдельно правый и 
левый предел.

Непрерывность очевидна:
/ ( + 0 ) =  g ( + 0 ) =  1, / ( —0) =  Л(—0 ) =  1.

Разложив sinV^x и sh У — х по степеням |х | '/г, получим

sin(| x ГО =  1 x |Ѵг — -jT-| x |3/г +  о (| x ГО =Ф

=Ф g'  М  =  — j  +  "ТУ +  0 ( I X I ),

sh (I X Г2) =  I X !Ѵг +  - і I X \% +  О (I X ГО =#

=  +  |*|).

Если х -* 0  справа, то f'(x) — g'(x) стремится — зна­

чит, f имеет правую производную / ' ( + 0), равную — (см.,
задачу 4.27).



Точно так же, f'(x) =  h'{x) стремится к — - j , когда *->0 

слева; функция / имеет левую производную / '  (—0) =  — j .  Эти 

производные равны, поэтому / дифференцируема и / ' ( 0 ) =  —-I.
Если х ->0  справа, то 

2 Г 1/ ' ( * )  +  -J  g ' ( x )  +  4-

X X

а если X—*0 слева, то 
1

12

П*) +  - h' (x )  + •
_L j_£j
12 х

о ( I X I ) стремится к 12 ’

. о ( хI )7 1
Н--------Ч  с т Рем и тся  к  ~і2 ’

чем доказано, что сама производная / ' дифференцируема в х — 0 
и имеет производную f" (0 ) =  Ѵ,2 (можно было бы также пока­
зать, что g"  и h" имеют в 0 пределы).

Наконец, положив х =  0, получим
4xf" (X) +  2 /' (X) +  / (х) =  0 +  2 ( -  1 )  +  1 =  0.

4.45. 1. 1) При х —> 0 справа х1пх->0=Ф /(х)->0=Ф / непре­
рывна в 0 , если / ( 0 ) =  0 , и тогда — —1̂ 1 —>- f оо =̂ >/
дифференцируема в 0 , и f'  ( + 0 ) =  -f  оо.

2) При х->1  ы =  х — 1 стремится к 0, и

/ W  =  / (l +  „) =  l ± i . M ! - t i i  =

=  | у  +  ° (и)] [ і ----^  +  0 {ы)| =  -£■ +  о (и) = -^  +  о [(х — 1)].

Следовательно, f(x) имеет предел Ѵг при де —> 1, и если поло­
жить /(!)== Ѵг, то f будет непрерывна. Кроме того,

f ( x ) - f (  1)
X -  1

f (-x  ̂ 2 _  о ( х  -  1)
X - 1 X -  1

Функция / дифференцируема в точке х — 1 и имеет нулевую 
производную.

Для значений х из интервалов ]0, 1[ и ]I, +  оо[ функция / не­
прерывна и дифференцируема как частное непрерывных и диф­
ференцируемых функций со знаменателем, отличным от нуля:

С /  /  \ ( 1 +  In х) (х2 — 1 ) — 2х2 ІП X X2 — 1 — (х2 +  1 ) ln X
f (*)в і ---------- --------------------------------------------------- •

2. Для нахождения знака производной преобразуем числи­
тель:

X2-  1 ~ ( х 2 +  1) Іпх =  (х2 +  1) Г X2 -  1 

. х2+  1 ІП X =  (х2 +  1) g (х).



Производная имеет тот же знак, что и числитель, т. е. тот же 
знак, что и g(x),  и значит, нужно исследовать знак g(x).  

g непрерывна и дифференцируема при х ^  0 и
_/ / .ч  4х 1 _  4х2 - ( х 2 +  I)2
£ W " ~ ( x 2+ l ) 2 X х ( х 2 + 1 ) 2

- ( X 2 -  I )2 
X (х2 +  I)2 < 0 ;

g  убывает и g( l )  =  0 ; g(x) имеет тот же знак, что 1 — х.
Тогда для завершения исследования поведения функции / 

найдем ее предел при х->- +  00:

/М
X ІП X X l n X______  /"Ч/ --------
X2 — 1 X2 > 0 ;

получаем следующую таблицу поведения /:
0 +  оо

f
1

/ У \
/ Ni

0 0

Для построения графика функции f (рис. 16) имеются такие
элементы:

касательная Оу в на­
чале координат,

горизонтальная каса­
тельная в точке с абсцис­
сой 1,

асимптота Ох.
4.46. 1. Для X ф  0 классические теоремы о сложных функ­

циях и о частном двух функций позволяют утверждать, что f 
непрерывна, дифференцируема и

г/ л л __ 1 +  el/x' ( i  +  1/х)
I W 0  +  е'/х)2 •

Неравенство | / ( ^ ) | < | х |  влечет непрерывность / в точке jc =  0 ;

х - > 0  справа =Ф~- —(- оо е 1/* -*•-{- оо /(X)

f дифференцируема справа в 0 и / ' ( + 0) =
— оо =фе1іх - * 0

X ^  ^  X

X

о,
-> 0 ,

X ■0 слева 1,
f дифференцируема слева в 0 и f ' ( —0 ) = 1.
2. Знак производной f '(x) совпадает со знаком числителя:

ЛГ(*) =  1 +  е«/*(і + 1 ).
Функция N непрерывна и дифференцируема всюду, кроме 
X  =  0 ,  и

N'(x) = ---L e\lx _?£+_!
4 '  X2 X



N ' (х) имеет знак выражения — х(2х-\-1),  и мы можем охарак- 
теризовать поведение N:

1- ° °  _ _ ) +  оо

\  / \
N \  / \

1 - е ~ 2 2

На интервалах ]— сю, 0[ и ]0, +  оо[, где N непрерывна, ее ми­
нимумы 1 — г 2 и 2 будут > 0 ; значит, N (х) строго положитель­
на при любом X.

Функция / непрерывна на интервалах ]— оо, 0[ и ]0, -f оо[ и 
дифференцируема внутри этих интервалов, причем / ' положи­
тельна; следовательно, функция / возрастает на интервалах 
I— оо, 0] и [0, +  °°[, т. е. возрастает на R (интервалы имеют об­
щую точку 0 ).

3. Когда х -» ф о о , l/х стремится к 0, и

1 +  е'і* =  2 +  -J +  2^- +  gpr +  =

= -2 11 +  ~к +  +  w  +  °(~ж)} •

Отсюда получаем разложение обратной величины (Пизо и За- 
манский, книга IV, гл. I, § 6 ):

(Можно было бы также разделить по возрастающим степеням 1 
на многочлен 2 +  и +  и2/2 +  и3/6).

Итак, разложение для /  имеет вид

Прямая у =  х/2 — 1/4 является асимптотой графика функ­
ции f (рис. 17) и лежит ниже графика, поскольку разность

fix) — ^ =  р - [ ж  +  ° ( 1)]

положительна для достаточно малых положительных значений
Ш



Значения правой и левой производной в точке 0 (а именно, 
^'(_|-0 ) — 0 и / ' ( —0 ) =  1) дают значения угловых коэффициент 
тов полукасательных к графику.

Рис. 17.

4.47. 1. В данном случае в формуле Маклорена отличен от 
нуля только один остаточный член и, следовательно,

I / ( * )
Х п fin) 
ni 1 (с) ni n\kn =  (k \х\

Если k \ x \ < . \ ,  т. е. | х | < 1  Ik, то последовательность (k \ x \ ) n 
имеет предел 0 , и стало быть, f(x)  = 0 ; непрерывность функ­
ции f позволяет распространить этот результат на х =  ± 1  
следовательно,

-  Т  <  * <  7  ^  (X) =  0 =$fin)(х) =  °.
Если [a, b] содержится в [— l/k, l/k], то все доказано.
В противном же случае записываем формулу Тейлора для 

точки 1/Дг; тогда предыдущее рассуждение показывает, что на 
отрезке [0, 2/к] функция f и ее производные равны нулю. Проде­
лывая то же самое для 2/k, 3/k, . . . ,  или для — l/k, —2/k, . . . ,  
получаем последовательно все числа из [а, Ь].

2. Рассматриваемая функция является суперпозицией функ­
ции — l /х2 и показательной функции; следовательно, она диффе­
ренцируема всюду, кроме, быть может, х =  0 и

8'{x) =  - ^ e - ^  =  Gl (! )* - '/* '.

Покажем индукцией по п, что g имеет п-ю производную ука­
занного вида. Для п — 1 это доказано. Предположим, что это 
верно для производных порядка не выше п; в частности,

£<">(*) =

Функция g("> снова дифференцируема при х ф  0 и имеет про­
изводную

g (n+i> (*) =  [ — Gn+i е- І / х* 1



где G'n — производная многочлена G„; значит, Gn+1 есть много­
член степени 3 ( я -f- 1).

Если Х-+0,  то 1 /х2 стремится к +  оо; при этих условиях для 
любого показателя k произведение

имеет пределом 0 (если положить 1 /х2 =  и, то все сводится к 
тому, что uh/2e~u имеет пределом 0 при >ц->- +  оо);  стало быть, 
произведение Gn (\ /x)e~l/xl тоже имеет предел 0.

Теперь индукцией по п покажем, что g(n)(0) существует и 
равно 0. Допустим, что это верно для производных порядка 
1, 2 , . . . ,  (п — 1) и составим отношение

gin~l) (x) — g,n~,)(0) _  g*'1-1* (х)
X X

g{n~l)(x)/x есть сумма членов вида
-L  e - 1/x’Ь *
X R

и имеет предел 0 при х -> 0 ; значит, функция g(n-,> дифференци­
руема в X — 0 и ее производная равна нулю.

(Можно было бы также воспользоваться результатом зада­
чи 4.27, т. е. что g<n-1> непрерывна в 0, поскольку g(n~l)(x) имеет 
предел 0 =  g<n~6 (0 ) и ее производная g(n)(x) имеет предел 0 
при х - » 0 .)

Итак, функция g бесконечно дифференцируема для всех дей­
ствительных значений, все ее производные в 0 равны нулю, и 
однако, эта функция отлична от нулевой.

4.48. 1. Для того чтобы можно было применить результаты 
задачи 4.10, необходимо показать, что все члены последова­
тельности принадлежат [о, Ь].

По теореме о конечных приращениях
Хо — Î (а) =  f (Хо) — f{a) =  (х0 — a)f '  (с) (а < с <  дс0),
0 <  / '  (с) <  1 =#> 0 <  хо -  Î ( а ) <  *о -  а =#> а <  f (а) <  х0.

Точно так же показывается, что Xq ^  f(b) ^  Ь.
Функция f возрастает, поэтому f([a, b\) представляет собой 

замкнутый интервал [f(a), f(b)], содержащийся в [а, Ь]. Отсюда 
выводим:

индукцией по п — что ип е  [а,Ь] при любом п,
применением результата задачи 4.10 п. 1— что последова­

тельность ип — монотонная и ее предел есть число из [а, Ь], яв­
ляющееся решением уравнения x — f(x).  По условию, это урав­
нение имеет в [a, b] единственный корень х0; стало быть, предел 
последовательности и„ равен х0.

2. Допустим, что ыо <  «і (в противном случае достаточно 
изменить знаки неравенств).



Uo и «1 принадлежат [a, b] по условию; следовательно, по 
теореме о конечных приращениях,

Ul —  Ы2 =  /  («о) —  /  (Ml) =  («О —  Ы.) V  (с) (Mo <  С <  U l),

— 1 <  / '  ( c )<  0 =#>0 <  Ul — « 2 <  Mj — ы0 = Ф Mo <  M2 <  H,.

Функция / убывает; значит, /([«о, Mj]) есть интервал [/(w0), 
f(ui)] или [и2> мі], содержащийся в [ы0, ні]; таким образом, функ­
ция /of,  определенная на [«о, «і], непрерывна и дифференци­
руема:

(/° /)'(*) = n f  W ir  (*)•
На [«о, Мі] (и, в частности, в точках х и /(*)) производная / ' 

принимает значения, заключенные между — 1 и 0 , и следова­
тельно,

1. Ѵ * е [« 0, м,].

Функция /о /  удовлетворяет условиям п. 1, поэтому резуль­
таты п. 1 применимы к последовательностям

Уо =  м0, vn =  ( fof )(vn_i), т. е. ѵп =  и2п;
щ  — Ui, wn — (f°f ) (wn-i), т. е. wn =  u2n+l.

Члены vn и wn принадлежат [a, b], a значит, и все un принадле­
жат [a, b]; последовательности vn и до„ монотонны, сходятся, и 
их пределы v u  w являются корнями уравнения x — ( f °f ) (x) .

Функция ф =  X — f о /, имеющая положительную производ­
ную, возрастает; при этом, если она не является строго поло­
жительной, то она постоянна на некотором интервале [а, ß]:

ф(а) =  ф ^) и а <  X <  ß = ^ ( a )  < ф М < ф ( Р )  =  ф(а).

Ее производная на этом отрезке равна 0, и

f ' l f (x)]- f ' (x)  =  1.

Каждое из двух чисел по абсолютной величине не превосходит 
], и значит, их произведение может равняться 1 лишь в том 
случае, если каждое из них равно —1.

Строго возрастающая функция ф не может иметь на [«о, Мі] 
более одного нуля, а поскольку Хо является нулем, то других 
нулей нет. Обе последовательности ѵп и ѵоп имеют предел Xq, 
а стало быть, и ип тоже имеет предел Хо-

Кроме того, если и0 <.ии то последовательность и2п возрас­
тает, так как «о <  и2, а последовательность м2п+і убывает; пре­
дел Хо заключен между двумя последовательными членами. 
(Если Wo >  Mj, то результат аналогичен, но последовательность 
и2п убывает, a w2n+i возрастает.)



3. Допустим, что \ f ' ( x )  I Ss 1 на [a, ß] (где a  <  х0 <  ß). Если 
последовательность ип имеет предел хо, то найдется такое целое 
N, что

п > N а < ип < $,
LLn + l *0  Î  ІЦп) /  (^-о) {ип Хц) /  ( г )  I Ига + 1 XQ I ^  I Un — Хо |.

Таким образом, последовательность ип не сходится к х0, так что 
допущение было неверно. (Очевидное исключение составляет 
х0 =  и0 =  и, =  . . .  =  «„ =  . . .)

4. Применим снова теорему о конечных приращениях:
Un Хо : /  (Мд—l) f  (Хо)  == { и п —\ Х о )/ (с) =Ф | Un Хо I ^  k  I î — Хо 1,

и далее индукцией пѳ п получим
I Un — Хо К  kn I щ — х0 К  kn (Ь — а).

5. Необходимо принять во внимание, что производная си­
нуса равна косинусу, только когда х является радианной мерой 
дуги, но не в иных случаях; и, таким образом,

[sin400 x ] '=  sin ( ^ 0 n ( n 
209 C0S 1 200 X)

n
2ÖÖCOS4 0 0  X.

Функция x — 32sin40ox определена и непрерывна для всех х 
и имеет производную

1 ~  32Ш  COS400 х >  °-
Она строго возрастает и принимает значение 80 только один раз: 

x =  100 x — 32 sin40o x =  100 — 32 <  80,
Л (\Г\

32 sin4ooX̂400 .
X =  - g - = # > X -  32 -Ç -  >  80.

Корень Хо уравнения заключен между 100 и 400/3. На этом ин­
тервале производная функции

равная
х-> 32 sin400x +  80, 

32я
2QQ COS4OO

заключена между — 1 и 0 ; корень х0 есть предел возвратной по­
следовательности ип и заключен между двумя ее последователь­
ными членами. Практически проще находить не последователь­
ность ип, а последовательность ѵп вида ѵп — f(v'n-iY, где ѵ'п-\ 
есть приближенное значение для ѵп-\\ 

ѵй — 100,
=  32 +  8 0 =  112,

о2 =  32 sin 112 +  80 =  111,43 с недостатком, 
ѵ3 =  32 sin 111,43 +  80 =  111,49 с избытком, 
і>4 =  32 sin 111,49 +  80 =  111,480 ’ с недостатком.



Члены t’2 и Ѵі ,  минорирующие х0, берутся с недостатком, и 
значит, приближенные значения тем более минорируют х0; член 
Ѵз,  мажорирующий Хо, берется с избытком, чтобы приближенное 
значение мажорировало Хо-

Корень х0 заключен между 111,480 и 111,49. На этом интер­
вале

1 П * ) 1  =  ш | с о 8 400 *  1 < ( М ,

I Ѵі - х 01< 0,1(111,49 - х 0) <  0 ,1 (111 ,49- 111,480) =  ІО“3;

следовательно, ѵ4 есть миноранта значения х0, заключенная ме­
жду Ѵі  И Ѵ і  +  10-3, т . е.

111,480 < о 4<  111,481 #111,480 < * 0<  111,482; 
х0=  111,481 с точностью до 10-3.

4.49. 1. Если f " (xо) >  0, то в окрестности ]а, ß[ точки х0 не­
прерывная функция f" положительна, а функция }' строго воз­
растает; в этой окрестности

X <  x0=$ f '  (х) <  1, X >  Дс0 = # Г  (х) >  1.

Возьмем в качестве и0 число из ]а, лг0[, столь близкое к Хо, 
чтобы производная / ' была положительна на отрезке [«о, *о]. На 
этом отрезке:

производная / ' удовлетворяет двойному неравенству 0 ^  
«£ /'(* ) <  1,

функция X — f , имеющая производную 1 — строго положи­
тельную на К  *о[, строго возрастает и обращается в нуль в 
единственной точке хо.

Условия п. 1 задачи 4.48 выполнены, а тогда, как мы уже 
знаем, последовательность ип возрастает и имеет предел Xq.

Допустим, что Хо <  «о <  ß. Тогда

Мі — *о =  f («о) — f ( х о) =  («о — *о) f '  (с) >  «о — х0, 
и, как показывает индукция по п, для ип <  ß

Un+ 1 Un =+ Un Un— I ^  • ■ •
. . .  >  Щ — «0 =#> Un + l — Mo X «  +  1) (щ — u0).

Таким образом, в ]x0, ß[ имеется лишь конечное число членов 
последовательности1; а поскольку вне [а, Ь\ как относительно 
функции /, так и ее производной не делалось никаких предполо­
жений, то изучение последовательности не может быть осуще­
ствлено.

Если f"(xо) < 0 ,  то последовательность ип имеет предел Хо 
при и0 >  х0; если же и0 <  х0, то начиная с некоторого номера, 
исследование невозможно.



2. Допустим, что Г"(х0)фО;  тогда найдется такая окрест­
ность ]а, ß[ точки хо, в которой f ' " ( x ) f "  (х0) >  0. Тогда на этом 
интервале поведение f" и /' определяется знаком

а  х 0 ß а  х а ß

ÿf/f _ jfff
+

t " /  и /
/ -  °  / +

г
/ ■ \  г

\  ! /
\  /

Если f"' (xо) >  0, то нижняя грань функции / ' на [а, ß] рав­
на 1, и значит, последовательность ип не может сходиться к х0 
(задача 4.48, п. 3).

Если f ' " (x0)<.  0, то найдется интервал ]аь ßi[ с: ]а, ß[, на 
котором / ' положительна. На этом интервале

о к г  ( * ) < і ,
и строго возрастающая функция х — / обращается в нуль в 
единственной точке Хо.

Возвратная последовательность ип монотонна и сходится 
к х0.

3. Сложная функция F =  f o f  имеет непрерывные производ­
ные до 3-го порядка включительно, и
Fr {x) =  {f '°î){x)f '{x),
F" (X) =  (f" » f) (х) [f' (х)]2 +  (Г ° f ) (X) f" (X),

F'" (X) =  ( Г  о f) (x)[f'(x)f  +  3 (Г  о /) (х)Г(х)Г'(х) +  (Г о f) (х)Г(х) .  
В х0 эти производные имеют значения:

F' (х0) =  1, F" (хо) =  О, F"'  (хо) =  -  3 [f" (х0)]2 -  2 (х0).
Рассмотрим возвратные последовательности, соответствую­

щие функции f c f  — F :
Vn =  (ï°f)(Vn-\), Vo =  U0=$Vn =  U2n,
Wn =  (f°f)(wn - [ ) ,  W0 =  Ul =$’Wn =  U2n+l.

Точки u0 и Ui лежат по разные стороны от хо, поскольку f'(x) 
отрицательна; но расположение их по отношению к Хо не играет 
в данном случае никакой роли, так как /7"(хо) =  0. Таким об­
разом,

F'"  (хо) =  — 3 [/" (х0)]2 — 2 / '"  (х0) <  0 =# -> х0 и wn -> х0;
последовательность ип сходится к х0;

F'"  (х0) =  -  3 [f" (хо)]2 -  2f ' "  (хо) >  0 =#> ѵя т* хо и wn^ x 0; 
последовательность ип тем более не сходится к х0.



4. Применив формулу Тейлора, получаем
Г(х , ) +  О (х — X ,) ]  ,/  (х )  — f ( х , )  =  ( х  — .V,) / '  ( х , )  [  1 +  (х  — X,)

f i x ) - f i x , )  =  (д: — X ,)г(X ,) — Лі> + о ( х - х , ) ] ,
1 I f" iX, +  0 (1)./ W - / ( j ( i )  (ж — Л: , ) f ' ( x 1) 2 ІГ(х, )}2

Следовательно, искомый предел равен
1 I"  (*і)
2 [/'(х,)]2 ‘

Предел возвратной последовательности ып равен Хо; приме­
нив предыдущий результат к Х\ —  Хо, х  —  і и /(х) =  ип, по­
лучаем

lim [ u n - x о и * - ,-* ,,)  2 ^" (х°);-1 — Х0 .
тогда, как известно (задача 4.13),

lim 1
п (ы„ — х0) — T  f" (*о) или Хо

—2
nf" (Же) ’

что дает результат даже более точный, чем требуется.
Ясно, что этот способ не годится для вычисления, ибо если 

f"(xо) =  1, то вычисление первых 2000  членов последовательно­
сти дает точность всего лишь порядка ІО-3.

5. Тем же способом, что и в п. 4, получаем

f { x ) - f  (X.) = (X -  X.) /' (х , ) {  1 + -(—/ і)2 - Ç g f  + о [(X -  X,)2] },

f i x )
!____ = ______L ____ ( і
■f ix  i) (x — Xj) f '  (Xj) l

( x - x , ) *  / " '  (x,

1
f Æ ) + o [ (  * - * . « } .

( X - x , ) »  r  (x,
T / (x ) - f (x , ) ]*  t ( x - x ) f  ( X , ) ] 2 Г  ~ 6  Г ( Х , )  +

+  о [(x -  x,)2] I =  Цх-х і )Г і х і )12 f~ ^ ~

Таким образом, искомый предел равен
Г ( х , )

і)12 3 [/' (х,)]3 ■0 (1).

. 3 [Г (х ,)Р  *

Если ПОЛОЖИТЬ Xj =  Х0, X  —  М„_] и / (х) =  ип, то 
1 1lim —

L iun ■ Хо)2

lim 1
И (ün Xq) 3

( « » - >  -  Xo)2 ] ~  з П 4 __
—L - і /  — —

Xo)2

I Un *ol

6 . Если /'(x 0) =  —1, то предыдущие результаты могут быть 
применены к введенным в п. 3 последовательностям ѵп и w n,



которые сходятся к х0, если ^ " ( jco)]8 +  2///'(jc0) >  0 ; действи­
тельно, эти последовательности определены при помощи функ­
ции F =  / =>/ и, как известно,

F'  (.т0) =  1, F"  (х0) =  0, F '”  (дсо) =  — 3 [ / "  (лг0)]2 -  2 f " '  (х).

Значит, выполняются условия п. 5 и, следовательно,

I и.п —  А'О I =  I Ѵп — ЛГ0 I ~  ——-------- --------------  ,
Уп Ѵ 3 [/ (дг0)]2 +  2 /" ' (х0) 

\u,n + l - X o \  =  \wn - X 0\ ^ - ^ ^  

отсюда

|Wn - * o | ~ y = r j /

У п У 3l f"  (х0)]* +  2Г"  (x0) ’

6

3 [/"(*„)]* + 2 / " 'Uo)
4.50. 1. Доказываем индукцией по n.
Для n — 1 это есть теорема Ролля.
Допустим, что утверждение верно для n ^ k — l. Пусть

U[ <і и2 <  . . .  <  Wfe + 1
суть нули функции ф на интервале [а, Ь]. Производная ф' имеет 
на каждом из k интервалов ]ии иі+\[ (і =  1, 2 , . . . ,  k) хотя бы
один нуль Ui, и все эти нули различны, поскольку интервалы 
]ііі, иі+1[ попарно не пересекаются. Функция ф' имеет на [а, Ь]  
по крайней мере k различных нулей и дифференцируема на 
всем интервале [а, Ь\ до k — 1-го порядка включительно; ее про­
изводная k — 1-го порядка, т. е. ф<й>, имеет на }а, Ь[ хотя бы 
один нуль (это есть предположение индукции для n — k — 1).

2. Допустим, что X не является ни одним из значений x t 
(в противном случае равенство выполняется при любом с, так 
как обе части равны нулю). Функция ф обращается в нуль в Хі 
при любом С; найдем такое С, при котором она обращается в 
нуль еще и в х:

Ф (х) =  О ФФ С f ( x ) - A ( x )
(х — Х і )  . . .  (х — Х п )

Тогда ф обращается в нуль по крайней мере в п +  1 точке из 
[а, b], a ее п-я производная обращается в нуль хотя бы в одной 
точке из ]а, Ь[, например, с (в силу 1)):

ф<«> (с) =  fn) (с) _  {с) _  п]С =  о

Многочлен А степени ^  п — 1 имеет n-ю производную, рав­
ную нулю. Итак,

Ф ( х )  =  0  и C =  f%) !n \
дают ответ на вопрос.

3. Применим предыдущий результат, рассмотрев функцию 
f (,ѵ) =  logo (р -f- л-) — loga р при условии, что многочлен А

2579  Г. Лефор



принимает в Xi =  0 и в Xj =  1 то же значение, что и f, т. е. 
А есть многочлен лг[1оga{p + 1 ) — loga p].

Тогда, как мы знаем, найдется такое с е ] 0 ,  1[, что

f ( x ) ~  А (х) =  (* Xi)2\x *г) f" (с) —  X (1 — х) 
2

-  logo е\
(Р + с)*}’

О <  с <  1 (р +  С)2 <  Р2 ’

О < X <  1 = # 0 < л : ( 1 - * ) < т

1

j o < / w - ^ u x ^ f î

Приложение. Погрешность f(x) — А (х) находится в пределах 

О <  f(x) — А(х) <  <  0,44
8 Р2 8р2

Для табличных значений р >  ІО' 3 можно брать

ІО-8  > 0,44
8 . 10е

Эта погрешность очень мала сравнительно с той, которой пре­
небрегают в шестизначных десятичных таблицах, а именно
5 - ЮЛ



ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЯРУСНЫХ
ФУНКЦИЙ.

ИНТЕГРИРОВАНИЕ НА НЕКОМПАКТНОМ ИНТЕРВАЛЕ. 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ

Задачи основаны на материале, изложенном в главе IV Книги III и 
в главах II и V Книги IV «Курса математики» Ш. Пизо и М. Заманского.

В этом разделе сгруппированы все задачи, относящиеся к интегрированию 
действительных числовых функций. Это объясняется постановкой, например, 
одних и тех же задач мажорирования и применением одних и тех же техни­
ческих приемов исследования, независимо от того, идет ли речь об интегриро­
вании ярусной функции на замкнутом или на некомпактном интервале. Кроме 
того, не следует отделять технические задачи на вычисление интегралов при 
помощи примитивных от более теоретических задач на свойства интегралов.

Хотя в этом разделе и нет полного разделения задач по отдельным во­
просам, все же можно сказать, что изучение свойств интегралов от ярусных 
функций на замкнутом интервале ограничивается задачами 5.01—5.16; при 
этом в задачах 5.02, 5.03, 5.04, 5.06 и 5.14 не используются свойства произ­
водных или свойства, с ними связанные (интегрирование по частям и за­
мена переменных); в задачах 5.17—5.28 вычисляются интегралы от простых 
функций; эти задачи являются главным образом техническими.

И наконец, лишь начиная с задачи 5.31 идут интегралы на некомпакт­
ных интервалах. Что же касается свойств функций, определенных посред­
ством интегралов, то они используются в самом конце, ибо они предпола­
гают известными свойствами отображений R2 в R, изучаемые в последующей 
главе.

Определение интеграла от ярусной (и в частности, непрерывной) функ­
ции f при помощи равномерно приближающих функцию / ступенчатых функ­
ций используется част$ в задачах:

либо для оценки интеграла от /; для этого берутся мажорантные или 
минорантные ступенчатые функции (например,

ь
f (к) <  М гф J f (х) dx <  М (Ь—  а),

а

если считать ступенчатую функцию ф постоянной и равной Л4);
либо, если некоторое свойство доказано для ступенчатых функций, лю­

бому е >  0 относится такая ступенчатая функция ф, чтобы

<  е.



Интеграл по интервалу [а, Ь] от положительной функции f положителен, 
если а <  Ь. Если при этом f непрерывна, то ее интеграл может обращаться 
в нуль лишь для нулевой функции (этот факт часто применяется для того, 
чтобы показать, что непрерывная функция тождественно равна нулю). След­
ствие из этого утверждения: в векторном пространстве С непрерывных ото­
бражений интервала [а, Ь] в R отображение

ь
f - *  J  f2 (X) dx

a

есть положительно определенная квадратичная форма, в силу чего в С 
можно ввести структуру евклидова пространства (см. задачу 3.51 п. 3).

1°. Если последовательность функций {п равномерно сходится на [а, Ь\ 
к f, то

ь ь
lim J fn (t) dt =  J f ( t )dt ;

a a

но этого может не быть, если сходимость не является равномерной (см. 
задачу 5.13).

2°. Если последовательность f n равномерно сходится на [а, Ь] к f, 
Fn — примитивная функции f„ и последовательность Fn (x0) сходится для 
некоторого х0 е  [а, Ь], то последовательность Fn равномерно сходится на 
[a, b] к примитивной F функции f.

3° Относительно дифференцирования следует учитывать, что условия на­
кладываются на последовательность первых производных; следует применить 
предыдущий результат к последовательности функций g n и к их непрерыв­
ным производным gn, взяв f n =  g n. a Fn — g n.

Если последовательность производных g'n равномерно сходйтся на [а, Ь] 
и если последовательность g n (xо) сходится, то последовательность g„ равно­
мерно сходится на [а, 6] к функции g; функция g дифференцируема и 
g  =  lim g ' .

Необходимо отметить, что для функций, определенных посредством инте­
гралов, условия различных теорем (непрерывность функции, существование 
и непрерывность частной производной, и т. д.) должны всегда выполняться 
на замкнутом прямоугольнике, т. е. содержащем границу.

Для интегрирования по частям полезно бывает знать формулу «-крат­
ного интегрирования по частям:
Ь

J  f W ( t ) g ( t ) d t  =
а

- п - 1

5 ] (—о* f («-*-»> (/)
_ft=o

U) +  ( - 1)"
b

J  f (t ) g (n) (t) dt.
_ a a

В частности, если g  — многочлен степени < n ,  то последний интеграл обра­
щается в нуль, и интегрирование выполнено. При замене переменных суще­
ственно не забыть найти новые границы интегрирования. Иногда в резуль­
тате замены переменных получают интеграл на некомпактном интервале, 
например, бесконечном. В этом случае полученный интеграл сходится, и нет 
надобности в каждом случае проводить доказательство (обоснование 
дано в 2°).

Для интегрирования ца некомпактном интервале ([а, +оо[ или [а, Ь[) 
могут быть сформулированы следующие положения.

1°. Абсолютная сходимость влечет сходимость и более проста для изуче­
ния, поэтому следует начинать с того, чтобы выяснить, имеет ли функция f 
постоянный знак, а в противном случае— интегрируемо ли ее абсолютное 
значение.



Абсолютная сходимость исследуется часто путем нахождения интегри­
руемой функции g, мажорирующей | f| .

2 . Замена переменного сохраняет сходимость и абсолютную сходимость, 
и стало быть, можно смело пользоваться заменой переменного для упроще­
ния исследования интеграла на сходимость.

3°. Интегрирование по частям должно применяться к интегралу от функ­
ции на [а, 6], а затем следует переходить к пределу, устремляя один из концов 
к нужному значению.

4°. Если интервал интегрирования не Тодержит ни одного из своих кон­
цов (например, ]а, +оо[ или ]а, 6[), то проще всего изучить отдельно инте­
грируемость функции на интервалах ]а, х0] и [х0, Ь[, где ха — произвольная 
точка из ]а, Ь[.

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

5.01. Пусть / — действительная ярусная функция на [а, Ь\.
f (а +  b — x) =  f {х)\

показать, что
b b

J  xf (x) dx =  J  f (x) dx.
a a

5.02. Пусть f — действительная непрерывная и положитель­
ная на [a, b] функция. Показать, что предел последовательности

( Ь
/ я =  п  [f(x)]a dx

равен верхней грани М функции / на [а, Ь]. Для доказательства 
справедливости при достаточно больших п неравенств

М — г < Іп < М г
можно взять очень простые ступенчатые функции <р и ф, мино- 
рирующие и мажорирующие f.

5.03. 1. Показать, что если функции / и g  непрерывны на за­
мкнутом интервале [а, Ь], то равенство

[g (х)]2 dx) =  0

влечет существование такого действительного X, что / =  kg.
2. Пользуясь неравенством Шварца, найти минимум произ­

ведения

Pf =

определенного на множестве &'  непрерывных и строго поло­
жительных функций / на [а, Ь]. (Ясно, что отображение f -+Pf



есть отображение 42' в R.) Для каких функций / достигается 
минимум?

3. Показать, что произведение Pf не ограничено сверху.
5.04. 1. Пусть / и g — ярусные функции на [а, Ь]\ обозначим 

через р и P, q и Q грани соответственно / и g на [a, b] и допу­
стим, что р и q — строго положительные числа.

Показать, что функция

( f - f  *)
отрицательна, и доказать, что функция

положительна для некоторых значений К и отрицательна для 
остальных. Отсюда заключить, что

2. Указать, при каких условиях в предыдущем неравенстве 
достигается равенство, если предположить дополнительно, что 
f u g  непрерывны на [а, Ь].

3. Рассмотрим 2п положительных чисел Рі и Çi (г =  1, 2, ..  » 
. . . ,  п) и допустим,что

0 <  г ^  рі ^  R, 0 <  s ^  qt ^  S.
Показать, что

М 2 * Ш < ( / ¥ + / ¥ ) , ( Е < ’а )’ -

5.05. 1. Пусть £ непрерывна на [а, b] и пусть последователь­
ность о„ разбиений интервала [a, b] такова, что предел последо­
вательности /„ наибольших длин интервалов из оп равен 0 .

Показать, что если в каждом интервале [яН,, я[я)] разбие­
ния о„ взять некоторую точку то последовательность сумм

s „ ~  2  « "> -* { !! ,Ж Е Г )
b

будет иметь предел J f(x)dx.  В частности, исследовать случай,
а

когда ап есть разбиение [a, b] на п равных интервалов, 
а |<«> == _*</»>.



2. Показать, что если а  >  1, то последовательность п { а х>а—  1) 
имеет предел

а
'  Г dx

J XI
Можно .рассматривать разбиения оп, определяемые точ­

ками а ІІп .
3. Показать, что применение предыдущего результата к воз­

растающей функции х - *- а х влечет дифференцируемость этой 
функции в 0 .

5.06. Найти пределы трех последовательностей:
П

_V  п
Хп ~  Л Л  п г +  Р2 ’

Р=1

У п = 4Ѵ(*+ !)(« + 2) . . . ( п  +  р ) . . . 2 п  = I I  (п + р),
р-I

V
(а +  1) . . .  (а +  п) 

п\ (а +  р) .

Для некоторых из них можно воспользоваться результатом 
задачи 5.05, п. 1.

5.07. Пусть р >> 1 и q >  1 удовлетворяют равенству

Р

1. Покавать, что если и и ѵ — произвольные положительные 
числа, то

иѵ ^ иР_
р

{можно исследовать поведение функции и-+иР/р— иѵ).
2. Ярусным на [а, Ь], а <. Ь, функциям / и g ставятся в соот­

ветствие числа

(
ь ч 1 /р /  ь

l \ f ( t ) l p dt \  , JV9 (g) =  ( J | g ( 0 M

Показать, применяя неравенство из п. 1 к числам 
.. . 1 / ( 01  - .. | g(OI

Np (f) ’
что

J f (0 g (0 dt

Na (g) ’

< N p (f) N,  (g).



3. Пусть имеются две ярусные положительные »функции q> 
и ф на [а,Ь] и пусть а и ß — два строго положительных числа, 
в сумме равные 1. Показать, что

ь / ъ \а /  ь У15
J  [ф (01е [Ф ( O f  Л < ^ Ф ( 0 Л |  Ф ( 0  dt J .

5.08. Пусть / — непрерывная строго возрастающая функция 
на [0 , а], в 0 равная 0 , и пусть g — обратная к ней функция.

1. Пусть на [0, а] задана функция
X fix)

F ( x ) = \ f { t ) d t + \  g ( t ) d t - x f ( x ) ;
о о

показать, что F дифференцируема и имеет нулевую производ­
ную:

сначала в предположении, что f  дифференцируема, 
а затем непосредственно в общем случае, пользуясь опреде- 

- лением производной.
Найти F(x).
2. Показать, что

U V

0 <  и <  а и 0 <  и <  /(а)=ф uv <  J /  (/) dt +  j  g (t) dt.
о о

Используя этот результат, передоказать неравенство, доказан­
ное в 5.07, п. 1 :

uv sC иР_
Р

где =  1.

5.09. Пусть f и g — две непрерывные функции на [а, 6], 
(а <  Ь) \ пусть } возрастает, а g и 1 — g строго положительны. 
И наконец, пусть

h
I =  J g lo  dt. 1 2

1. Исследовать поведение функции
X

G { x ) = \ g { t ) d t
а

и показать, что а +  G(x) ^  х.
2. Сравнить функции

X

Ф ( х ) =  j  f(t) g (t)dt,
a

а+0 (х)
Ф (x) =  J f (t) dt

a



и показать, что
Ь а+І

\ n t ) g { t ) d t > \  f { t )  dt.
a a

3. Исследовать, при каких условиях в последнем неравен­
стве достигается равенство.

5.10. Вторая формула о среднем для непрерывных функций.
1. Пусть / — непрерывная монотонная функция на [а, Ь], 

имеющая на этом замкнутом интервале непрерывную ограни­
ченную производную всюду, кроме конечного числа точек, в ко­
торых производная функция имеет правый и левый предел. По­
казать интегрированием по частям, что если g — непрерывная 
функция на [а, Ь], то найдется такое число |,  что

ь і ь
{ / ( O f f  (0 dt =  f (a) J g (t) dt +  f(b) J g (t) dt.
a a l

2. Показать, что предыдущий результат верен для случая, 
когда f  есть равномерный предел последовательности функ­
ций удовлетворяющих условиям п. 1.

Используя результаты задачи 4.23, показать, что среди 
функций /, которые могут быть определены таким путем, содер­
жатся, в частности, непрерывные монотонные функции.

5.11. Доказательство иррациональности чисел я и е.
1. Пусть а и b натуральные числа, а Рп — многочлен

хп (Ьх — а)п 
п\

Показать, что Рп и все его производные принимают целые зна­
чения в точках X  — 0 и х =  ajb (для исследования в 0 можно, 
например, применить разложение Рп по формуле Маклорена).

2. Показать, что предел последовательности с общим членом
Я

Іп —  J  Рп (х) sin X dx
о

равен 0 .
3. Показать, что если бы я было рационально, т. е. я =  а/Ь, 

где а и b — целые, то / п было бы отличным от нуля целым чис­
лом, что противоречит п. 2 .

4. Точно так же, рассматривая последовательность
Г

J n =  f Рп (х) ех dx,
о

показать, что если г — положительное рациональное число, тоег 
иррационально.



5.12. Пусть / — ярусная функция на [а,Ь]. Всякому h, удовле­
творяющему условиям 0 <. іг <.(Ь — а) /2, ставится в соответ­
ствие функция gh, определенная на [а +  h, b — h] формулой

x +h  h

=  Ж  J  =  ж
x —h

f {x-\- u) du.

1. Показать, что gh непрерывна и дифференцируема, если f  
непрерывна, и дифференцируема вплоть до п +  1-го порядка, 
если / дифференцируема вплоть до п-го порядка.

2. Показать, что gh выпукла, если выпукла /.
3. Показать, что если 0, то gh(x) имеет предел

i l î ( x  +  0) +  f ( x - 0 ) ] .

4. Если f непрерывна, то она является равномерным преде­
лом функций gh на любом интервале [а, ß], содержащемся & 
]а, Ь[. Показать это.

5. Пусть / — выпуклая функция на интервале ]аи Ь\[ и пусть 
[а, ß] — некоторый замкнутый интервал из ]а\, Ь\[. Показать, 
что / есть равномерный предел на [а, ß] выпуклых п раз диффе­
ренцируемых функций (п — любое натуральное число).

5.13. Вычислить интеграл.
1

fn(x)dx,
о

где

' п ( х  In п -Ь 1 ) ( 1 +  пх2 In п)
Найти предел последовательности /„ и предел f(x)  последо­

вательности /„ (х).
Почему эти два результата непротиворечивы?
5.14. 1. Показать, что определенная на [0, л/2] функция sn:

sn (0) =  я 2, sn (t) =  ŝ 2” --, если і ф О ,

непрерывна; найти ее миноранту на [0 , л/2п].
Показать, что предел последовательности интегралов

равен - f /сю.

f  sin2 nt
J sin21 dt

2. Пусть ф — ярусная функция на [0, л/2], имеющая в 0 пра­
вый предел, равный 0 (ф (+ 0 ) =  0 ).

Показать, что предел последовательности

иП
sin2 nt 
sin21 dt



равен 0. Для этого можно разбить [0, я/2] на два интервала 
[О, т]] и [т), я /2] и выбрать тр а затем п так, чтобы ип было 
меньше любого наперед заданного е.

3. Показать, что если / — ярусная функция на [0, я/2], то по­
следовательность

V

я/2

] т
о

sin2 nt 
sin21 dt

имеет предел, равный / ( + 0 ).
5.15. Пусть на интервале [—1, 1] определены функции/„ и g n 

равенствами
XJ (1 - t * ) n d t

fn(x) — i > Sn (x) — J* fn ( 0  dt.I (1 - t * ) n dt  0
0

1. Показать, что fn и g n — многочлены и исследовать их чет­
ность.

2. Используя неравенства
/(1  - Р ) п при 0 < * < 1,

(1 ~ t 2)n при 1,

показать, что 1іт/„(л:) =  1 при х  >  0 .
Найти предел последовательности fn{x) при x îg; 0.
3. Показать, что последовательность /„ равномерно сходится 

на. [а, 1] для любого а  >  0 и что эта последовательность не бу­
дет равномерно сходиться на [—а, а].

4. Показать, что последовательность g n равномерно сходится
на [—1, 1] к функции |х |.

При положительном х можно мажорировать разность 
x  — gn (х) , различая случаи х <  h и x ^  h, где h — произвольно 
выбранное число.

5.16. Теорема Вейерштрасса. Непрерывная функция на ин­
тервале [а, 6] есть равномерный предел многочленов.

Эта задача предполагает известными результаты задач 5.15 
и 4.23.

1. Пусть заданы п 1 различных действительных чисел 
Хо <  Хі хп, и пусть любой системе из п +  1 действи­
тельных чисел Со, С\,  . . . ,  сп отнесена функция ц вида

п+1
Р (х) =  2  Сі I X  — xt |. z=o

Показать, что р непрерывна, является линейной на каждом 
и з  интервалов [Хі- ь х{] и дифференцируема всюду, кроме, быть 
может, точек xt.



Показать, что если ц обращается в нуль в точках х0, х и 
. . . ,  хп, то она всюду равна нулю, и тогда все коэффициенты с,- 
равны нулю.

Вывести отсюда, что система уравнений
п+ 1

ц (Х і)  =  2  Ci I X j —  X i I =  У і ( j  =  0, 1, . . . .  n ), (5).
1= 0

где Ci — неизвестные, имеет единственное решение для любых 
чисел У).

2. В обозначениях задачи 4.23 показать, что всякая функ­
ция к на [a, b] может быть определена как функция р, из п. 1,. 
т. е. найдутся такие попарно различные числа а =  Хо <  Х\  < . . . 
. . .  <  х п =  b и такие коэффициенты cit что

П
Я {х) = 2  Ci I X — Хі |.

І= 0

3. Показать, что всякая непрерывная на замкнутом интер­
вале [а, b] функция есть равномерный предел последовательно­
сти многочленов.

Можно рассмотреть вначале случай а =  0, b =  1, а затем 
применить результат предыдущей задачи.

5.17. Пусть Е — множество действительных функций, непре­
рывных и дифференцируемых на R и таких, что

/ '  (*) =  y  [/ (х +  а) — f (х — а)},

где а — заданная положительная постоянная.
1. Показать, что Е — векторное пространство.
2. Выяснить, содержит ли Е функции

x - + e rx , X —> c o s o 3 X ,  A : -> s in ü ) J C .

3. Пусть / — действительная функция на R и пусть для лю­
бого замкнутого интервала [лсь *г] существует последователь­
ность /„ функций из Е равномерно сходящаяся на [лсі, эсг] к /. 
Показать, что тогда f принадлежит Е.

5.18. Вычислить интеграл
1

I Iо
t2 +  2/ — 1 
(.t2 +  1Г dt

для значений 1, 2 и 3/2 параметра т.
Найти способ вычисления, пригодный для натуральных т

или натуральных т  — (проводить само вычисление не тре­
буется).



л»

J 2t ln t 
(1 +  f2)2 dt.

Существует ли предел этого интеграла при x - ^ ’-foo? 
5.20. 1. Вычислить интеграл

1

1
dx

X4 + 1  •

2. Интегрируя по частям и используя значение /, вычислить

J dx

3. Вычислить интеграл

о
5.21. Вычислить

(*+ \)dx 
(х4+ I)2"’

ь
J У(х  — а) (b — х) dx (а <  Ь).
а

5.22. Вычислить интеграл
з ____

, I 1 —f- 1 —f-  ̂  ̂ Л,
* J Ѵ \  + 1 - 1  N '

X

Найти производную функции х->-Іх. Показать, ч т о /* -> + ° °  
при х-*-0. (Это можно предвидеть, если знать теорию интеграла 
на некомпактном интервале.)

5.23. Вычислить интеграл

/ =  { ------ ---------
$ X — 2у  X +  4

{а >  0).

5.24. Вычислить интеграл
я/2

Я/3

1. сделав замену tgx/2 — t,
2. сделав замену cos х — и.



я/3

/  = sin X sin 2х 
s in4 X +  cos4 X +  1

dx.
о

5.26. Обозначим через /  (а, b) интеграл
ь

I (1 —  X 2) dx  

(1  +  Х2) Ѵ \ +  X4 ’

1. Показать, что
I (а, Ь) =  1 (— Ь, — а)

и что если а и b имеют одинаковые знаки, то

т ) -
Наконец, установить, что

2. Вычислить I(а, Ь). Можно начать со случая, когда а ^  1 
и b ^  1, и сделать замену t — х +  ( 1/лс).

5.27. Обозначим через /„ интеграл
1

' In =  j  хп sin (ях) dx.
о

1. Вычислить /о и 1\. Найти соотношение между / п и / п+2 
и применить его для вычисления / 4.

2. Показать, что последовательность /„ убывает и имеет пре­
дел, равный 0; вывести отсюда, что Іп эквивалентна п/п2. Точ­
нее, установить, что

______я_____
( п +  1) (п +  2) (п +  3) (« +  4) ' ] < / » < («+ 1)(л +  2)

5.28. Вычислить интеграл
1/ =  J X У  х2- 2 х  + 2 dx. 

о
5.29. Рассмотрим интеграл

я /2

Іа — J  sina xc/«,
о

где a  — положительное число. 
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1. Интегрированием по частям найти соотношение между Іа 
и 1а+2 и показать, что функция f, определенная для а  ^  0 ра­
венством

/  («) =  (а +  1 ) /с Л + і>

является периодической с периодом 1. Вычислить /(0).
2. Показать, что функция а -> -/а убывает, и вывести от« 

сюда, что
р < а < р +  1 = >А + 1 / ( 0) < / ( « ) <  f ^ f ( 0).

Найти предел последовательности с общим членом /( а  п) 
и показать, что f постоянна.

3. Показать, что отношение / а+і//а стремится к 1 при 
а->-+оо, и найти простой эквивалент для Іа.

5.30. Обозначим через Е векторное пространство над R мно­
гочленов степени с действительными коэффициентами, и
напомним, что Е имеет размерность л -)- 1.

1. Действительной непрерывной функции / на [а, 6] ставится 
в соответствие отображение F пространства Е в R, определен« 
ное формулой

h
Е ( Л ) =  J A(x) f (x)dx.

Показать, что F есть линейная форма на Е.
2. Если / есть многочлен степени =^л, то линейная форма F 

может быть нулевой только для нулевого многочлена /. Если 
fi, /2, . . . ,  fP — многочлены степени ssÇ/г, то для того, чтобы 
формы F1, F2, . . . ,  Fp были независимы, необходимо и доста­
точно, чтобы были независимы многочлены f\, f2, . . . ,  / р.

3. Обратно, показать, что всякой линейной форме G на Е 
может быть поставлен в соответствие такой многочлен g сте­
пени ^ л ,  что

b
G(A) — J А (х) g (х) dx.

а

5.31. В этой задаче предполагаются известными результаты 
предыдущей; решение облегчается, если воспользоваться зада« 
чами 3.15 и 3.52, но может быдь проведено и непосредственно.

Рассмотрим векторное пространство Е многочленов степени 
^ 2k — 1 с действительными коэффициентами и обозначим че­
рез D многочлен

dk о , 
dxk — ^  *



1. Показать, что если А — многочлен степени, строго мень­
шей к, то

I
С А(х) D (х) dx =  0.

-1
2. Показать, что все нули хі, .. . , xh многочлена действи­

тельны, различны и лежат между — 1 и 1.
3. Показать, что многочлены из Е, кратные D, образуют 

Ä-мерное векторное подпространство V.
Показать, что линейные формы

I
1{А)= \ A{x)dx,  ll (A) =  A( x l) ( i = l ,  2 , . . . .  k)

-л
принадлежат векторному подпространству W пространства Е* 
нулевых форм на подпространстве V и что формы /г- состав­
ляют базис пространства W.

4. Показать, что существуют такие постоянные т,- 
(і =  1, 2, . . . ,  k), что для любого многочлена А степени ^ 2 к — 1

Показать, что

J А (х) dx =  ^  Ші А (х,).
-1 І=1

I
1 Г D(x)  ,Ші — -jrr-,—г- — dx.

D (*i) J , x ~ xi
5.32. Показать, что функция /, определенная для |х |<< I ра­

венством

f ix)
X

(1 +  я2) ’
интегрируема на полуоткрытом интервале [0 , 1[, и вычислить

і-о/ =  J / (х) dx.
о

5.33. Пусть р — положительное целое число. Показать, что 
функция х-»-(іпх)р интегрируема на полуоткрытом интервале 
]0 , 1], и вычислить

1
I — [ (In х)р dx.

о
5.34. Показать, что

п *
lim — V  ln —=  Г Inxrfx,



п вывести отсюда, что
п

lim ІЛІ
е

5.35. 1. Обозначим через Р и Q два многочлена, а через а — 
действительное число, строго большее действительных--нулей 
многочлена Q. Показать, что если deg Р ^  deg Q — 2, то ин­
тегралы

абсолютно сходятся.
2. Показать интегрированием по частям, что интеграл

сходится.
3. Показать, что способ п. 2 может быть применен к интег­

ралам

если А и В — два многочлена, у которых deg А — deg В — 1 
(а — действительное число, строго большее действительных ну­
лей многочлена В).

5.36. Обозначим через а и ß действительные числа, удовле­
творяющие неравенствам

О <  а  <  1, 1 —  a < ß <  1,

a через А, — строго положительный параметр.
1. Доказать сходимость интегралов

а а

О

а

2. Показать, что

стремится к конечному пределу, когда
3. Показать, что интеграл



сходится и стремится к
+ 00

Г  СІХ

J Лі +  х аУ

когда Л->0. (Для верхней оценки разности можно воспользо­
ваться результатом п. 2 .)

4. Показать, что если 1/(п + 1 )  <  а <  \/п (п — натураль­
ное), то найдутся такие постоянные Си С2, . . . .  Сп, что

J W - C X ~ '  - С 2Х2а~1 -  . . .  - С „ Г а" ‘

стремится к конечному пределу, когда Л-»-0 .
5. Указать видоизменение п. 4 для случая а =  1 In.
5.37. Пусть а и b — действительные числа, 0 <  а <. b, f — 

непрерывная функция на [0 , +оо[, и пусть функция t -+f ( t ) / t  
интегрируема на [1, +оо[.

1. Показать, что функция x-+f (kx ) / x  интегрируема на 
[ы, -foo[, если u n k  строго положительны, и что

4-00 au

J  ^ bx)- u a-û d x = j m dL
и bu

2. Показать, что функция
f (Ьх) — f (ах)

интегрируема на ]0 , 4 - °°[ и что 
+ 00J f ibx)- fiax) dx =  f ( 0 ) \ n ± .  

+0

3. Доказать сходимость интеграла
+ 00

+ 0
и вычислить его.

5.38. Пусть а и b — действительные числа, причем 0 <. а <. Ь. 
1. Рассмотрим функцию /, заданную на ]0, 4"°°[ формулой

/ {и) — V =
ab 4- и2 

2 и

Исследовать ее поведение. Найти, каково должно быть сужение 
области определения функции f, чтобы существовала обратная 
функция. Найти выражение этой функции.



Я / 2

I (а, Ь) - _______ М_______
Vа2 cos2 Ѳ +  b2 sin2 Ѳ

Показать, что в качестве новых переменных можно взять 

и =  \^a2 cos2 0 +  b2 sin2 0 , V =  — ■ “2 ,

и найти новые выражения для I (во втором случае выражение 
дифференциального элемента уже не будет одинаковым на всем 
интервале интегрирования).

Вывести отсюда, что

I (a, b) =  l { Y a b ,

3. Напомним, что последовательности ап и Ьп вида 

а0 =  а, b0 =  b, ап+, =  V a nbn , bn+l = ^ f - bn-

имеют общий предел I и что а„ ^  ^  Ьп (см. задачу 4.09). 
Показать, что

Па,  &) =  -£-.

5.39. 1. Показать, что если 1 < а < 3 ,  то функция t s\n2 t/ta 
интегрируема на интервале ]0 , +оо[.

2. Обозначим через ф действительную функцию, непрерыв­
ную на интервале ]0 , +  оо[, и предположим, что существуют 
такие положительные постоянные М и К и такое число ß, удовле­
творяющее неравенствам — 1 <  ß ^  1, что

0 < * < 1  ==> | ф (*) | <  М*5,
К /  =ФІФ(/) |</С.

Показать, что при натуральном п интеграл
+ 00

О
сходится для всех п и что, если ß Ф  1, то

А\ І п \ ^ ~ т  (Л не зависит от я),
пР

а если ß =  1, то
| / „ | <  Д 1 ” п■ (В не зависит от я)

(можно разбить интервал ]0 , +оо[ на интервалы ]0 , 1], [1, л] 
и[п, + oo[)t



3. Обозначим через f действительную функцию, непрерывную 
и ограниченную на действительной прямой, и допустим, что су­
ществуют числа Н и у, удовлетворяющие неравенствам Н ^  0 и 
О <  у ^  1 и такие, что

\ f ( x ' ) - f ( x ) \ ^ H \ x ' - x l y.
Полагаем

4- оо

=  J [I (* +  ^ )  +  / ( * - { )
О

+ 00С =  2 J
о

sin-11 dt,

Показать, что последовательность Fn равномерно сходится к С/.
5.40. Пусть« — натуральное число.
1. Доказать неравенства

п
і4

2я2 < , „ ( 1 + Д

и вывести отсюда, что последовательность функций 
t-> (1 +  t2/n)~n равномерно сходится к функции t ->• е~* на лю­
бом замкнутом интервале [а, b].

Установить также неравенства

е

2. Показать, что функции t 
рируемы на [0 , -}-оо[ и что

Ііш
Я-» со

4-00

О

< (1 + 12) ~ \

e r и t -*■ (1 +  t2l/i)~n интег-

+ 00

d / = J  e~i2 dt. 
о

Для этого можно рассмотреть отдельно замкнутый интервал 
[О, а] и полуоткрытый интервал [а, +°о[ и показать, что на 
каждом из них разность интегралов может мажорироваться чис-> 
лом е/2, если выбрать а надлежащим образом.

3. Показать, что вычисление интеграла
+ 00

1 (

может быть сведено заменой переменного к вычислению интег­
ралов

я/2

1а — J  sin“ X dx, 
о



и найти на основании п. 3 задачи 5.29 значение
+ 00

0-12dt.

5.41. Вычислить интеграл
X

fx id) =  J dt
t2 + y ’

где у — заданное строго положительное число.
Показать, что функция y - + f x (y) непрерывна и бесконечно 

дифференцируема на интервале ] 0 ,  + о о [  и что

/Г(1/)=(-1П«!) J dt
(<2 +  уУл+1 •

Приложение. Вычислить интеграл

I - J
dt

(t2+ в

5.42. Пусть а — заданное действительное число.
1. Показать, что для |<х| Ф  1

П~~ I

р п (а ) ==І І ( 1 — 2a c ° s - ^  +  a2) = - ^ - ^ ( a 2* -  1).

2. Вывести из п. 1, что

1 ( а ) =  J ln (1 2а cos X +  а2) dx —
О, если I а I <  1,

я In а2, если | а | >  1.

Для этого можно рассмотреть среднее значение функции 
X —► In ( 1 — 2а cos X +  а2).

3. Найти, пользуясь предыдущим, значение интеграла

/  (а) а  —  c o s  .к dx
1 —  2 а  c o s  X +  а 2

ДЛЯ I а I ф  1. u
4. Сделав замену t =  tgx /2 , вычислить 1(a).
5.43. Считается известным результат, полученный в преды­

дущей задаче:

'(<*)= J  In (1 2а cos X +  а2) dx ■
О, если і а I <  1,

я In а2, если | а | >  1.

1. Показать, что если О ^ а ^ І  и 0 < J ( <  я/3, то 
sin2 л: ^  1 — 2а cos X -f  а2 ^  1,



и если при этом х Ф  0 , то
3 ^  1 — 2а cos X +  а 2 ^  1
4 2 — 2 cos X sin2 д:

2. Доказать сходимость интегралов
JT/3 я

/ ( г = |  ln (sin JC) <fjc, /  (1) =  J  ln (2 — 2 COsx)dx.
о о

3. Показать, что /  (а) — /(1) стремится к 0, когда а - »  1. Для 
мажорирования этой разности можно разбить ]0 , я] на интер­
вал ]0, Л'] и замкнутый интервал [X, я], выбрав X, а затем а, 
так, чтобы соответствующие интегралы были сколь угодно малы.

4. Получить, на основании предыдущего, значения интегралов
я  Я/2 Я /2J ln {sin y J dx, J ln (sin x) dx, J ln (cos x) dx.

0 0 0

5.44. Пусть имеется последовательность функций /„ на 
]0 , +оо[, определенных формулой

П

L  (*) =  J V * - ^  dt.
о

1. Показать, что последовательность /„ сходится при любом 
x >  0. Показать, что функция /:

/ (х) =  lim /„ (ж)
п-*- °о

имеет предел 0 при х +оо.
2. Показать, что функция / непрерывна и дифференцируема, 

и вычислить ее производную f ' (x).
Получить отсюда выражение для f(x)  через элементарные 

функции.

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

5.01. Сделаем замену а +  b — х =  и\ тогда 
_ a-*b,  b-+a,  dx =  — du,

ь а
J  x f ( x ) d x = j  (а +  b — «) / (а +  b — и) [— du] —
а b b

-- J* (а +  b — и)} (a +  b — и) du =
a

b b b
— J (a +  b — u) f (m) du — {a +  b) J / (u) du — J uf (u) du.

a a a



П ер е м ен н о е  и м о ж ет  бы ть о б о зн а ч ен о  как у го д н о , в ч аст н о­
сти , X,  и т о гд а

ь ь ь
J  xf (х) dx =  (а +  b) J  /  (лг) dx — J  xf (x) dx,
a a a

о т к у д а  и п ол уч аем  и ск ом ое соотн ош ен и е.
5 .0 2 . В о зь м ем  в к ачестве м а ж о р и р у ю щ ей  ф ункцию  /  п остоян ­

н ую  ф унк ц ию  ф =  М; то гд а

b b

J  [ /  {х)Т dx <  J  [ф  {x)Y dx =  Mn(b —  à )=^ ln^ M ( b —  a)lln.
a a

П р е д е л  п осл ед о в а тел ь н о сти

(b — а)1/п =  еп,іг) ln ib~a)

р ав ен  1. Л ю б о м у  e >  0 м о ж н о  п оставить в соотв етстви е т а ­
к ое  Ni, что

n > N l ^ ( b - a ) lln <  1 + j r ^>In < M  +  e.

Ф ункция / ,  н епреры вн ая на о тр езк е , д о ст и га ет  на нем своей  
вер хн ей  гр ан и  М  хотя бы в од н о й  точке х 0; а поскол ьк у /  н еп р е­
ры вна в хо, то н ай дется  с о д е р ж а щ и й  х0 о т р езо к  [а , ß], на ко­
тор ом

М х —  in f /  (х) >  М  — е.
a<jc<ß

В качестве функции, минорирующей /, возьмем функцию ф, 
определенную следующим образом: ф(лг’) =  Ми если а ^  х ^  ß, 
Ф (х) — 0, если X  <  а  или х  >  ß. Тогда

ь ь

/ » = } [ /  (х)Г dx >  { [ф  М Г dx =  Ml  (ß -  а).
а а

Предел последовательности (ß — а ) 1/п равен 1, а предел 
последовательности Ліі (ß — a ) 1/rt равен М \ >  M — е. Следова­
тельно, найдется такое N2, что

п >  N2=^ Мх (ß — a)Un > M — /п >  M — в.

Объединив полученные результаты, видим, что
п >  sup (Nu N2) =# M — e <  /„ <  M +  e

что и является определением предела.



5.03. 1. Очевидно, Д есть дискриминант трехчлена от k: 
ь
f I/ (х) +  kg (л:)]2 dx =

а ь ь ь
=  k2 f [g (X)]2 dx +  2 k \ f  (x) g (x) dx +  I  [f (x)]2 dx.

a a ci

Д =  0. Этот трехчлен имеет один двойной корень —к, и
ь
f [f (х) — kg (x)]2 dx =  0 .

а

Функция (f — kg)2 непрерывна и положительна на [а, Ь] и 
ее интеграл равен нулю; значит, она тождественно равна нулю 
(Пизо и Заманский, Анализ, гл. IV, 3-й раздел, § 1, замеча­
ние 2 ), и } =  kg.

2. Так как функция f непрерывна и строго положительна на 
{а, 6], то функции 1//, < f = V f  и ф =  1/ф непрерывны на [а, Ь\. 
Применяя неравенство Шварца к функциям ф и ф, получаем

( { Ф (х) ф (x) dx j  <  f  [ [ф (x)]2 dx'j f j  [ф (x)]2 dx j  ,

и далее,

J dx j =  (b — a)2 <   ̂j / (x) dxj ^ f i x )
dx =  Pf.

Произведение Pf минорируется числом (b — a)2. На основа­
нии п. 1 заключаем, Что Pf равно (b — а)2 в том и только в том 
случае, если ф =  ^ф, т. е.

i = v j .

Для этого необходимо и достаточно, чтобы f была постоян­
ной.

3. Определим функции / и 1// следующим образом:

ôî^X  

b —  а

а +  =#> / (х) — М =#> f t г \ — м ,

а +  2 g

На интервале

< х < 0 = Ж х) = 1
Их)

1

■ b а  і оа -|— — , а +  2

М  f  ( х )  

b —  а 1

=  М.



функция / есть произвольная убывающая непрерывная функция, 
скажем, аффинная функция вида

a l / /  — функция, к ней обратная.
Так как / и 1// положительны, то очевидно, что
ft a+(b—a)l3

j  / (x) dx ^ J / tx) dx — b 3 a M,
ü a
b b

J I M d x > f -T7 -T-dx — — M J t(x) 3а а+2 (ft—а)/3

=$Pf>

]•

(Ь -  а)2 
9 М.

Но М произвольно, и поэтому Pj может принимать сколь 
угодно большие значения.

5.04. 1. По определению чисел р, P, q, Q,

ë > q = $ - j g > p ^ t  - - J

g < Q = ï JÇ g < P = > f  — JÇ g >  0,
и значит,

Это произведение есть функция F% для

Рр_ ,
Qq ’

и следовательно, при этом значении X функция F\ отрицательна.
Если X ^  0, то Fi, будучи суммой трех положительных функ­

ций, положительна. Интеграл
&J Fk (x)dx

есть трехчлен от X, принимающий положительные (при X ^  0) 
и отрицательные (при X =  — ÿPplQq)  значения; отсюда за­
ключаем, что его дискриминант А положителен, а поскольку
ft &J PI (x) dx =  J [/ (x)]2 d x + X

a a
dx +

+  A2 J  [g(x)fdx,
a



f (х) g (X) dx

— 4 \ [f (х)}2 d x \ \  [g (x)]2dx > 0 .

2. Равенство будет иметь место при Д =  0, т. е. в том слу­
чае, когда трехчлен от Я, равный

ьJ Fx (х )dx,
а

сохраняет постоянный знак, а именно знак Для
Я =  — V"Pp/Qq функция Fх неположительна, и ее интеграл 
тоже; но этот интеграл должен обратиться в нуль, что в силу 
непрерывности функций / и g, а с ними и Fх, влечет тождествен* 
ное равенство Fx нулю (Пизо и Заманский, Анализ, гл. IV, 3-й 
раздел, § 1, замечание 2). Для этого значения

Один из двух множителей должен равняться нулю, а следова­
тельно, f u g  пропорциональны и их отношение равно

_Р
Р _______  Я
~Q~~~q ~~

Q
в зависимости от того, какой множитель у Fx равен нулю. 
В обоих случаях р =  Р и q =  Q, т. е. обе функции должны быть 
постоянны. Это условие необходимо и, очевидно, достаточно.

3. Рассмотрим две ступенчатые функции f u g  вида
г— I < x < i ^ f ( x )  =  pi и g{x) =  qt.

По определению интеграла,
п п п. п

J [/ (х)]2 dx =  ^  р], J [g {х)]2 dx =  Y i  Я%
о і= І  0 і= 1

п п

\ f ( x ) g  (х) dx =  2  Prfi-
о i=i

Числа р — inf pu P =  sup pu q =  inf qi и Q =  sup q{ являются 
гранями функций /  и g\ результат из п. 1 занисывается так;

4 ( I  * )  ( g  4*=( / ^ +



Числа г, s, R, S удовлетворяют неравенствам

> / £
возрастание функции и +  \/и при и >  1 влечет

Ѵ ¥-+ / ¥ > / ¥ + / рд
PQ ’

чем и доказано требуемое неравенство.
5.05. 1. Сумма S n есть интеграл по интервалу [а,Ь] от сту­

пенчатой функции фп вида

Ф„ (х) =  / ( l|n)), если <  ж <  x' f ,  и фп (лг'п)) =  f ( x f ) .

Функция f равномерно непрерывна на [а, Ь], т. е. Ѵе >  0, 
Зт] >  0 , такое, что

I х'  — X I <  т)=ф| / (*') — / (я) I <  е.
Теперь найдем такое N,  чтобы ln < у\ для п >  N; тогда

п >  N =# ^  Іп <  Л =Ф
=ф I f{x) — f ( | (гп)) I <  е, если <  х < х\п).

Всякое x œ . [а, b] либо принадлежит интервалу ]дс^,, х<л>[, либо 
является одним из чисел х{(п):

п >  N=$\f (x)  — фп (л :)|< е, Ѵх е= [а, Ь].

Последовательность функций ф„ равномерно сходится на [а, b] 
к /, и по определению интеграла,

ь ь
J f (х) dx =  lim J  ф„ (х) dx — lim Sn.

a a

В рассматриваемом частном случае

s - = t  [ ^ і « • ’)] = ~  £  f  (<■ ■+■< ^ )  ■
І =  I (=1

nmi%î(a + ijL:rL) = T h j î W dx-
2. Заметим, что

alln — 1 =
а'/« _

а



Если в качестве f взять функцию /(х) =  l /х, в качестве разбие­
ния а„ интервала [1, й] — последовательность аІІп, а в качестве 

— точку х ^ ,, то сумма 5„ из п. 1 будет равна

=  2  ( 4 п) -  4 - 7 ° )  /  ( 4 - і )  =  п  ( fllM  -  1 )•
і— \ ѵ

Длина каждого из интервалов
а і 1 п _  а ( і - \ ) п  < а ( а \ ! п _  1).

верхняя грань /„ их длин не превышает й(й1/п — 1) и стре­
мится к 0. Таким образом, можно применить результат п. 1, 
в силу которого

а

lim п (а1/п — 1) =  J
1

3. Исследуем дифференцируемость справа. Любому х между 
О и 1 можно поставить в соответствие такое целое п, что

Тогда, в силу возрастания показательной функции, 
аЧп — 1 <  ах — 1 <  а 1̂ - 1* — 1,

откуда
(п — l ) ( ü '/ " -  1) <  а* ~  1 < /г (й 1̂ ~ 1> -  1).

При х -> 0  и л - > +  оо имеем
а

( п -  1) ( й '/ " -  l) =  l L ^ ± [ n ( a ' i " -  1)]-> J -Ç - ,
і

а

п (а1/(га-1) — 1) у [(я  — 1) (й1/І(п-1) —

а значит,

ах -  1 J (дифференцируемость справа). 
1

- \ х \ ,Для х < 0  запишем х =

flz ü . =  e  e-i X, i n f i l l  =  e-i« I A ^ lL
-  X

а
Г diк

Если х->0, то а - | *І стремится к 1, a (аи і — 1)/| к | — к



5.06. Представим хп в виде
П П

*« =  £  i  T T 7 W  =  S  f (С ) .
р = 1 р = і

где x' f  =  pln (тем самым определено разбиение о„ интервала 
(0, 1] на п равных интервалов), и f ( x ) =  1/(1 + х 2). Отсюда 
видно, что последовательность х„ имеет предел (задача 5.05, 
п. 1)

I V

/  =  [arctg =
0

Для у п возьмем логарифм, с тем чтобы можно было произ­
ведение заменить суммой:

i n , „ = i n f A n ( i + f )  = ѵ і > ( ' + £ ) •
р = і  р =  1

1п уп является суммой S n для логарифмической функции и для 
разбиения оп интервала [1, 2] на п равных частей, если выбрать 

=  *<»> =  1 -f pin (в обозначениях п. 1 задачи 5.05). Стало
быть, последовательность In у п имеет предел:

2

J  ln X dx =  [х ln X — xf{— 2 in 2 — 1.
1

Что же касается последовательности zn, то здесь способ бу­
дет совершенно другим, и сходство последовательностей уп и zn 
является чисто внешним. Последовательность с общим членом 
ип — 1 +  а/п имеет предел, равный 1. Доказано (задача 4.13, 
п. 3), что тогда последовательность

П ________
Zn =  V  Щ . . . Un

имеет тот же предел, что и т. е. 1.
5 .0 7 . 1. Пусть h — функция вида

h{u) =  —  — uv,

Эта функция непрерывна и дифференцируема при любом и ^  0 
и

h'(u) — up~l — v=^h'(ü) — 0, если и =  и0 —



Производная h'{и) имеет знак разности и — и0; следовательно, 
функция h имеет абсолютный минимум, достигаемый в точке «о 
и равный

h («о) =
«о щѵ — öp/(p-I) ( —

h (и) >  h («о) ФФ и ѵ ^  —p '  q 
2. Задавая и и и указанные значения, получаем 

I / (0 g (0 1 ^  \ i ( t ) V  I I g (O lg
N P (f) N q (g) ^  p INp (f)]P ^  q [Nq (g)]p •

Это неравенство позволяет написать соответствующее нера­
венство для интегралов:

ь ь ь
\ \ f ( t ) g ( t ) \ d t  j \ H t ) \ P d t  J | g ( 0 f ? dt

^  ap[Np (f)]P +  a q[Nq{fW P +  Я
1.N p ( f ) Nq (f) ^  p [ N p (f)]P 1 q [ Nq (f)]

Отсюда сразу получаем искомое неравенство, поскольку 
ь ьJ / (0  g(t) dt <  J I f (t) g  (t) I dt.

3. Воспользуемся результатом и. 2, положив
1 1 Q V 1 , 1  , f— =  а, — =  ß=?-------- =  1, j-p ’ q p q I ■■ <pu

Все функции положительны; следовательно,

J  [ф (01° [Ф (0 }ß dt <  j J  [ф (О Г  dt j j  J  [ф (i)f> j  ,

a поскольку а  p =  fiq — 1, то искомое неравенство получено.
5.08. 1. Предположим, что функция f дифференцируема. По­

скольку f непрерывна,то функция
X

X -> J f(t) dt

дифференцируема и имёет производную f(x).  Функция g, обрат­
ная к непрерывной монотонной функции, непрерывна; следова­
тельно, функция

у
У j  g it) dt



имеет производную, равную g {у). Функция
ню

X -> j g (0 dt
а

есть композиция функции /, дифференцируемой по условию, и 
предыдущей функции; стало быть, она дифференцируема и ее 
производная равна

g Г/ (*)] / '  (х) =  xf'  (х).

(По определению обратной функции х =  g[/(x)].)
Итак, F дифференцируема и

P' (*) =  /(*) +  Xf' (х) — [xf (x)]' =  0.

Рассмотрим непосредственное решение в общем случае. 
Возьмем значения х и х +  Ах переменного и значения f{x) 

и f (x  +  Ах) — f(x) +  Af функции; для уточнения смысла нера­
венств, мы будем проводить доказательство для Дх >» 0; для 
Ах <  0 результат не изменится.

Итак, исследуем разность
AF =  F(x +  A x ) - F { x )  =

х+Ах f(x+Ax)

=  /  f ( t ) d t +  J  g (t) dt — [(x +  Ax) (f (x) +  Af) — xf (x)f.
X f(x)

Но так как f я g возрастают, то
х+Ах

A xf (x)< J  f (t) dt <  A xf [x +  Ax) =  Ax [f (x) +  Af],
X

f (x+Ax)

xAf  =  g[f  (x)] Af <  f g (t) dt ^ . g  [f (x +  Ax)] Af =  (x +  Ax) Af.
f(x)

Складывая почленно эти неравенства и предыдущее равенство, 
в котором раскрываем скобки, получаем

-  Д х А /< А /!’<  Ах А /О — Д / < - ^ - < Д / .

Если Ах->-0, то А/ также стремится к 0 (в силу непрерывно­
сти /); таким образом, функция F имеет нулевую производную, 
т. е. постоянна. Поэтому

F(x) =  F(0) =  0.
2. Если неравенство v ^ . f ( u )  не выполняется, то f{u)~> ѵ, 

т. е. и >  g(p); переставив в случае надобности f и g, играющие



одинаковую роль, можно предположить, что v ^ f ( u ) .  Mu 
знаем (результат п. 1), что

и IШ)
«/(«) =  /  f ( t ) d t +  J  g {t) dt.

о о

На интервале (/(«), ѵ] функция g минорпруется посредством
£ [ /(« ) ]=  и. и

V

u[v — f (u)] <  I g(t) dt.
f <«>

Прибавив к обеим частям неравенства itf(u), получим неравен­
ство

U  f [ U )  V  и  V

иѵ <  J f(t )dt  + [ g ( t ) d t +  j g (i) d t =  J  fit) dt +  j g (t) dt.
0 0 Uu) 0 ü

Положим f ( u ) = u P ~ l\ функция f непрерывна и строго воз­
растает, так как р — 1 >  0; обратная функция g определяется 
следующим образом:

g (ѵ) — иффи — / («) =  up~'ç=$u — v'l{p~]) — ѵч~'.
Для этих конкретных функций неравенство принимает вид

U V

иѵ ^  J tp~'dt +  J tq~l dt =  -у- +  ~  •
о о

5.09. 1. Функция G есть примитивная функции g\ она воз­
растает и ее гранями являются числа G (a )=  0 и G ( b ) = l .  
Функция x - * x  — a — G(x) имеет производную 1 — g(x); она 
возрастает и имеет наибольшее значение в х =  а. т. е. 0.

2. Функции / и g непрерывны; значит, ф дифференцируема 
и ее производная равна f (x)g(x) .  Функция

U

и —> ( / (t) dt
а

имеет производную /(« ); функция ф, являющаяся композицией 
функции а +  G и этой функции, дифференцируема п имеет про­
изводную

Ф' (x) =  f[a +  G (ж)] G' {x) =  f[a +  G (лг)] g (х).
Функция ф —■ ф возрастает и обращается в нуль при х — а\ сле­
довательно, она неотрицательна на [а, 6] и ф ^  ф. В частности, 
записывая, что ф(Ь) ^  ф(6), получаем

b а+ІJ / (0 g ( t ) d t >  J / (t) dt.
a a



Зі Предыдущее неравенство обращается в равенство при 
ф(6) — ф(й) == 0; возрастающая функция ф — ф обращается 
в нуль в точках а и Ь, т. е. тождественно равна 0, и ее производ­
ная ф' — ф' равна нулю (необходимое и достаточное условие):

ф' (х) -  ф' (X) =  { f ( x ) - f [ a  +  G (X)]} g (х) =  0.

По условию, g не обращается в нуль; значит, необходимо и 
достаточно, чтобы

f (х) =  f [а +  G (х)].

Функция X — (а +  G) имеет, по условию, производную > 0 ; 
следовательно, она строго возрастает и строго положительна 
при X  >  а. Возрастающая функция / принимает одинаковые 
значения в а -f- G(x) и в х, и стало быть, постоянна на интервале 
[а +  G (х) , х].

В частности, функция f постоянна и равна f(b) на интервале 
[a-\-G(b),  b]\ возьмем теперь нижнюю грань Хо множества 
тех X,  для которых / равна f(b) на интервале [х,Ь]. На любом ин­
тервале [хо, Хо +  h[ найдутся такие х, в которых /(х) =  b\ тогда 
непрерывность f в Хо влечет f (xо) =  Ь, и функция постоянна на 
интервале [х0, Ь].

Если Х о> й , то функция f постоянна на отрезке [a-f G(x0), х0]; 
ее значение на этом интервале равно f (x0) =  f(b),  и функция f  
постоянна и равна f(b) на интервале [а +  G(xо), Ь], что противо­
речит сделанному предположению, ибо
а G (Хо) <  Хо =

=  inf {х, для которых f ( t ) — f(b),  если / е  [х, ô]}.

Итак, для того чтобы неравенство обращалось в равенство, 
необходимо и достаточно, чтобы функция / была постоянна 
на [а, Ь].

5.10. 1. Обозначим через G примитивную функции g, обра­
щающуюся в 0 в точке а. Если для любого х функция /  имеет 
производную /'(х) и функция f  непрерывна, то, как известно,

ь ъ
J  /  (0 ё  it) dt =  [f (t) G (t)] « -  J f  (t) G (t) dt. (1)
a a

Если для конечного числа значений Х\  <  Хг <  . .. <  хп функ­
ция / не дифференцируема или производная f'  не непрерывна, 
то предыдущая формула записывается для каждого из интер­
валов [a, Xi], [хи х2], .. ., [хп, b] и почленное сложение полу­
ченных равенств дает соотношение (1).

Функция /, по условию, монотонна; заменив в случае необхо­
димости эту функцию на противоположную, мы будем предпо­
лагать, что она возрастает. Производная / ' возрастающей

10 Г, Лефор 289



функции f положительна, а функция G непрерывна; для функ­
ций f'  и G выполняются условия первой формулы о среднем;, 

ь ь
j  Г (о G (0 d t — G il) J  Г (0 dt =  G (I) U (b) -  f (a)].
a a

(Если f'  непрерывна, то / есть примитивная для f ,  и тогда, как 
известно,

ь
f  f '  (t) dt — f(b) —  f (a).
a

В противном случае применяем предыдущий результат к интер­
валам [.х(, Xj+i], определяемым точками разрыва, и складываем 
почленно полученные равенства.) Тогда соотношение (1) при­
нимает вид 
ьJ f (О g (t) dt =  f(b)G (b) -  G ( I )  [f (b) -  f (a)] =

6 ь
=  f (à)G  (£) +  /  (b) [G (b) — G (g)] =  /  (a) J g(t )dt  +  f(b) J g(t)dt.

a i
2. Для каждой из функций fn можно написать, что 

ьJ fn {t) g (t) dt =  fn (b) G ( b ) - G  ( U  [fn (b) -  U (a)].
a

По условию, последовательность /„ равномерно сходится к /; 
функция G ограничена; значит, последовательность fnG равно­
мерно сходится к fG и

ь ьlim J fn (t) G (t) d t =  J f ( t )  G (t) dt.
a a

Из последовательности можно выбрать сходящуюся по­
следовательность (следствие из теоремы Больцано — Вейер- 
штрасса), и ее предел |  будет принадлежать [а, Ь\, непрерыв­
ность функции G влечет, что последовательность 0(£^) имеет 
предел G(£). Подпоследовательность

ьJ fn( (О G (t) dt
а

сходящейся последовательности
ьJ fn(t)G(t)dt



имеет тот же предел, и стало быть,
b b

\  f i t) G (t) dt =  lim J  /„. (/) G {t) dt =  f (b)G (b) -  G (|) [/ (b) -  f (ö)].
a a

Теперь сразу же получаем требуемое.
Результат задачи 4.23 может быть сформулирован так: не­

прерывная на [a, b] функция / является равномерным пределом 
функций к, каждая из которых определяется заданием разбие­
ния а <  А'і <  х2 <  . . .  <  х„ С  b интервала [я, b] н условиями:

Л — аффинная функция на [хь хі+І],
Н ч )  = / ( х , ) .
Тогда, очевидно, к есть непрерывная функция, имеющая про­

изводную всюду, кроме значений х,-. Эта производная постоянна 
на каждом из интервалов ]хг, х1+][ и, значит, имеет в х* правые 
и левые пределы. Кроме того, к монотонна на каждом из за­
мкнутых интервалов [х,-, хі+і]; если функция / возрастает, то 
условия / ( х , ) ^ / ( х і+1) влекут возрастание к на каждом из ин­
тервалов [хи Xj_|_i], т. е. возрастание на [a, b] (если /  убывает, 
то и к убывает).

Всякая непрерывная монотонная функция есть равномерный 
предел последовательности кп монотонных функций к, т. е. 
функций, удовлетворяющих условиям п. 1.

5 . 1 1 .  1. Многочлен Рп может быть разложен, с одной сто- 
рбны, по формуле бинома, а с другой стороны, по формуле Мак- 
лорена:

Рп (*) =  £  ( _  1 )"-* 6 Ѵ Ѵ +* =  5
fc=0

C W
h\

Отсюда
P!,ft) (0) =  0, если h <  п или h >  2п, 

р £ +*>(0) = ( - ! ) " - V n +  £ ) ! - ^ f c V - \  если h =  n +  k.

Число Сп—целое, (п +  k)\/'n\—тоже целое, и значит, Р%+к) (0 )— 
целое.

Для исследования значений производных при х =  а/b поло­
жим X — а/b — и:

Рп (х) =  ( у  +  ы)
Ьаип

п\
и” (а +  Ьи)п 

п\ =  п  „ ( и ) .
Производные функции П„(«) при и — 0 являются целыми; 

они равны производным многочлена Рп при х =  alb, так как 
разложение Тейлора многочлена Рп в точке alb есть разложе­
ние Маклорена для П„.



2. Пусть
М =  sup \x{bx — а) I;

0<х<я
тогда

я я

Sin X м п , м п 
— — ах — я ——

о о
Отношение М/п двух последовательных членов последователь­
ности яМп/п\ стремится к 0; поэтому последовательность я Мп/п\, 
а значит, и последовательность /„, сходится к 0.

3. Применяем (2/г -f- 1 ) раз формулу интегрирования по 
частям:

f / (х) g{2n+l) (х) dx =

=  [ f ( x ) g ^ ( x ) - f ' ( x ) g ^ - ' > ( x ) +  . . .  + ( - 1  )2п f(2n)(x) g(x)]Xx'i +

(см. Пизо и Заманский, Анализ, гл. IV, 3-й раздел, § 4).
Возьмем в последней формуле в качестве / многочлён Рп, 

а в качестве g<2n+I> — функцию sin х; производная порядка 
2п +  1 от Рп равна нулю, а последовательные примитивные 
g(2n), . . . ,  g равны ± s in x  или ± cosx ; тогда, полагая Х\ =  0 и 
x2 =  ajb, получаем

Если а/b =  я, то sin х и cos л: в 0 и в а/b равны 0 и ± 1 , а все 
производные многочлена Р„ принимают в этих точках целые 
значения. Таким образом, интеграл /„ является целым числом.

/„ есть интеграл по интервалу [0, я] от функции Рп sin х, 
непрерывной и неотрицательной на [0, я] и принимающей нену­
левые значения; стало быть, / п не может равняться нулю (Пизо 
и Заманский, Анализ, гл. IV, 3-й раздел, § 1, замечание 2).

Итак, если я =  а/b, то /„ равны целым отличным от нуля 
числам, и поэтому последовательность /„ не может иметь пре­
делом 0, что противоречит результатам п. 2. Следовательно, я 
не может быть рациональным.

+  ( - 1 ) 2"+' { F n+U(x)g(x) dx

о
=  f —  Рп (х) COS * +  . . .  +  ( — l)n+lPnn)(x) cos x]aJ b./1+1 Г)(2я)



4. Как и в п. 2, показывается, что последовательность /„  схо­
дится к 0 (еѵ мажорируется числом ег, а / „ — посредством 
гегМп/п\).  Интегрирование по частям, примененное 2п -f- 1 раз 
к функциям / =  Рп и g =  ех, дает

Г
I n  =  J Р п  (X) ех dx =  [рп (JC) ех +  . . .  +  Р*я) (х) ех}[. 

о

Если в качестве а и b выбрать такие целые, чтобы а/Ь =  г, то 
значения Рп и его производных в точках 0 и alb будут целыми, и

/ „  =  erMI — N2 {Ni и  N2 — ц е л ы е ) .

Наконец, интеграл от непрерывной положительной функции Рп 
строго положителен.

Если бы ет было рациональным числом p/q, то отличное от 
нуля число

г _  PN1 — Qn

было бы больше или равно l/q, и последовательность /„  не мог­
ла бы сходиться к 0. Стало быть, числа ег, и в частности, ех =  е, 
иррациональны.

5.12. 1. Составим разность

2h\S + ( * ')  — £ а (*)1 =

~x'+h x '—h

J f{t) d t -  J  f{t) dt
- x - h  x - h

x+h

-  f  f ( t ) d t ^
x —h

x '+ h  x '—h=  J f { t ) d t -  J f{t)dt .
x+ h  x —h

Ярусная функция | / |  мажорируется на [a, b] некоторым чис­
лом M, и

x '+ h x'+h x '+ h

f f{t) dt < f \ f i t ) \d t < f Mdt
x + h x+h x+ h

То же самое справедливо для второго интеграла; отсюда

îh \g h {x ')  —  ghix)\ <
x '+ h

x+h
J fit) dt +  J f{t)dt

x '—h

x —h

Из этого неравенства очевидным образом следует непрерыв­
ность функции gh. Если f непрерывна, а х0 — точка из [а, Ь], то

r-x+ft
ëhix)

1
2 h

x —h

J  f ( t ) d t - j  f{t) dt



Оба интеграла, будучи сложными функциями от х через функ­
ции X  +  h и X  — /г, дифференцируемы, а значит, дифференци­
руема и gh, и

g'h М  =  2ТГ ^  +  Л) — / (дс -  Л)].

Тогда очевидно, что если / дифференцируема /і раз на [а, Ь], 
то g'h дифференцируема п раз на [а -f- h, b — h], и стало быть, 
gh дифференцируема п 1 раз.

2. Возьмем такое число Я, что 0 <  Я <С 1; имеем

h
gh[Kx +  ( 1 - .  Л) * ']= -!■  J  f[kx +  ( l - k ) x '  +  u]du.

—h

По определению свойства выпуклости функции /, 

f  [Ях +  ( 1 — Я) х'  +  ы] =
=  /[Я (х + и )  +  ( 1 - Я )  { x ' + u ) ] ^ k f [ x + u ]  +  ( l - k ) f [ x ' + u ] .  

Отсюда

Ы Л* +  (1 — Я )х ']<
h

<  ^  J {kf [х +  и) +  (1 — Я) / [х' +  и}} du =

— kgh (х) +  (1 — k )gh(x').

Следовательно, gh — выпуклая функция.
3. Функция /, будучи ярусной функцией, имеет для всех х 

правый и левый предел; рассмотрим разность

г , М _ П £ ± » Ш 1 * = & _

x+h X
J  [ Д 0 - / ( ^  +  0 )]л  +  ^ г J  m - f ( x - 0 ) \ d L
X x—h

По определению предела, для любого е >  О найдется такое 
Tj >  0, что

X <  t <  X +  Г|=#| f ( t )  — f (x  - f  0) І <  8 

и
X —  Т| <  t <  X =Ф I / (/) —  / (х —  0) I <  е.



Если взять h <  г], то

\х, x +  h[cz]x,  х +  г\[=$
x+hJ [ f ( t ) - f ( x  +  0)]dl < eh ,

g h (x) —

]x — h, a: [ c i ]X —  T], x[ 

f(x + 0) + f ( x - 0 )

{ [/ (0 — f(x — 0)] dt
x —h

<  eh,

< 1 н

x + hJ [ f ( ( ) ~ f ( x  +  0)]dt +

г

тзо1»— 1

L X x —h

Предел функции h -v gh (x) в точке h =  0 равен y  [/ (x +  0) +  
+  / ( * - 0 ) ] .

4. Если / непрерывна, то предел функции gh(х) в h =  0 равен 
f (x) .  Возьмем столь малые значения h, чтобы a +  / i < a < ß <  
<.b  — h. Для доказательства того, что /  есть равномерный пре­
дел функций gh на [а, р], достаточно показать, что /  может быть 
равномерно приближена функциями gi„ т. е. что для заданного 
« >  0 число ті из предыдущего доказательства может быть вы­
брано одним и тем же для всех значений х  из [а, ß]. Но это яв­
ляется следствием равномерной непрерывности функции f на 
[я, Ь]: Ѵе, Эл такое, что

| /  — х |<  T]=#»|f(0 — / ( * ) |< е ,  V ïe [ f l ,  b]
А <  inf (л, а — а, b — ß)=#| gh{x) — f(x) | <  e, V* e= [a, ß].

(Если теперь взять сходящуюся к 0 последовательность hn, то 
соответствующая ей последовательность функций ghn будет рав­
номерно сходиться к / на [a, р].)

5. Доказываем индукцией по п. В обеих частях доказатель­
ства числа а к b будут удовлетворять неравенствам а.\ <  а <  
<  a  <  ß <  b <  b\. Если n =  1, то в силу выпуклости, функ­
ция /  непрерывна на [а, 6]; значит, она будет на [ос, ß] с  ]а, b[ 
равномерным пределом функций gh, а так как f непрерывна, то 
эти функции будут выпуклыми (см. п. 2) и дифференцируемыми 
(см. п. 1). Допустим, что утверждение верно для п — k — 1. Мы 
будем использовать его относительно интервала [а, Ь]. Функ­
ция f является равномерным пределом на [a, b] выпуклых k — 1 
раз дифференцируемых функций. Значит, если задать е >  0, 
то найдется такая выпуклая k — 1 раз дифференцируемая функ­
ция ф, что

sup [ / ( * )  — ф ( х ) | < | - .
а<х<6 z

Функция ф является на [а, ß] с: ]а, £[ равномерным преде­
лом функций у h, определенных, исходя из ф, так же, как gn



определялись, исходя из f. Следовательно, найдется такая вы­
пуклая (в силу выпуклости ф) k раз дифференцируемая (в силу 
того, что ф дифференцируема k — 1 раз) функция уЛо. что

sup I Ф (х) — ѵА, (*) I <  т  •

Полученные неравенства позволяют заключить, что
sup \î(x) — sup \ f (x) — ф (х)| +

a<*<ß' " 1 a<x<ß
+  SUp |ф (Х)—  Y„,(*)| <  8.

a < * < ß '  * '

Функция / может быть равномерно приближена выпуклой k раз 
дифференцируемой функцией yh , и следовательно, является 
равномерным пределом таких функций.

5.13. Нетрудно разложить /„ на более простые элементы и 
найти примитивную F„, при помощи которой и вычисляется /„. 
Имеем
с / ч _  ̂ 1 1 I ____ tîX
In W  ІП П . 1 •“ 1 + nx2 ln n ’

X + ltTn

Fn { x ) = - ~ ^ \ n { x \ n n +  l) +  Y j^ - ln ( l  +  nx2\nn),

l n  =  F n ( l ) ~  F n i 0 ) =  -  | ^ l n ( l  +  lnn) +  -2ІТПГln(1 + « l n « ) .

Мы видели (задача 4.41), что если f u g  стремятся к + оо  
и эквивалентны, то In / и In g  тоже эквивалентны; следователь­
но, ПрИ П -»-,+ 00

In ( 1 +  ln п) ^  ln (ln n)  ̂Q 
Inn —’ lnnv

(действительно, / =  ln n-*~ +оо, а тогда, как известно, (ln t)/t 
-> 0). Точно так же,

ln (1 +  n ln n) ̂  ln (n ln n)   ln n , ln (Inn)  ̂J
ln n ln n lnn^ ln«

Предел последовательности l n равен у .

ЕСЛИ  X =7̂ = О, ТО fn (X) ^  х:3п (ln n )2 > ^  =  Î

Если х =  0, то /„(0) =  — 1 — 1 =  /(0).

Интеграл от ступенчатой функции / равен 0, и следова­
тельно,

î îlim J /„ (х) dx ф  J [lim /„ (*)] dx.
о о



Этот результат не является неожиданным, ибо равенство 
этих двух чисел доказывается для случая равномерной сходи­
мости последовательности /п, чего в данном случае нет, так как

ln п
У Т

Ѵ п  -  1 

+  і) (1  +  ln « )

/"Ч/ Ѵп
ln n +  oo при n - > +  oo,

II/« —  / 1 1 =  su p  I /„ (X) —  f  (*) I >
0 < x < !

II/« — /II ст р ем и т ся  к +  ° ° ,  а не к 0 ,  и п о э т о м у  с х о д и м о с т ь  
/„  к /  не б у д е т  р а в н о м е р н о й .

5.14. 1. Если t -*■ 0, то sin nt cant, sin t cz t и

sin2 nt n2t2 2 V sin2 nt
sin21 —  f 2 ^  sin21

Известно (задача 4.39), что

< s i n / < / ,

о —  < s in n / ,Vätl Z эх
Л . , ^  я  sin nt 2nt 1 2nU \  Г —:—-,— ^  ——— • "T“ •— »2n sin t я  t я

/
Таким образом, функция s„ минорируется на [0, я/2л] посред- 
ством 4л2/я2; для ]0, я/2л] это следует из последнего соотноше­
ния, а для 0 — из того, что 4л2/я2 ^  л2 =  s„ (0). Функция su 
положительна; поэтому

я/2« я /2 я/2п я/2 «/«=J S«(0^+ J =
0 я/2« 0 О

Последовательность /„, минорируемая последовательностью 
2л/я, стремится к +оо.

2. Положим

: su p  |ф ( 0 1 -
0 < / <я/2

ф„ =  SUP I ф ( 0  I И Ф :0 < / < ті

Мы можем написать следующие интегральные оценки:
Ч *! *п
Г , .ч sin2 nt -, -  Г , /,ч , sin2 nt ^  Г sin2 nt ,, ^J ф ^  sin21 dt  ^  J I ф I sin2 t d t  ^  фЯ J " Sin2 * dt  ^  ф*/«»

и, заметив, что Ф/sin2 является на ] т), я/2[

Ф (0
sin2 nt 
sin21

м а ж о р а н т о й  д л я



получаем

Г / ,ч sin2 ntJ ‘Р(,) - е т г dt
я/2

Ф
sin2 Г|

ч ч
Эти оценки дают для | ип | оценку

Ф - .Я  Ф
sin2 и 2 sin2 Г)

Ф
•-Ф ч + л Г

я  Ф 
2 sin2 н

А так как ф ( + 0 )  =  0 ,  то любому е >  О можно отнести та­
кое Т], что

Допустим, что такое г) выбрано; тогда выражение
я  Ф 
2 sin2 н

определено и не зависит от п, а его произведение на 1//„ стре­
мится к 0, поскольку /„ стремится к + °о ; следовательно, най­
дется такое N, что

я >  N ■■ 1
Іп

я
т

ф
sin2 н

Итак, для заданного е мы нашли такое N (зависящее от ц, 
однако процесс нахождения несуществен), что

п >  N =^\ ип I <  е.
И последовательность ип, по определению, сходится к 0.

3. Очевидно, что
я/2

f ( + 0 ) = i - f ( + 0 ) = - ^ J  / ( + 0 ) i l £ f Ä ,
о

я/2

О я - / ( + 0 )  =  -гг - J  [/ (0 — /(+ 0 )]
о

sin2 nt 
sin2 t dt.

Функция / — /(+ 0 )  является ярусной, и ее правый предел в О 
равен 0; она удовлетворяет тем же условиям, что и функция ф 
из п. 2, и значит,

lim (ѵп — /(+ 0 )) =  0 =#> lim vn =  / (+0).
5.15. 1. Примитивная четного многочлена (1 — t2) n, в 0 рав­

ная нулю, есть нечетный многочлен; /„ есть частное от деления 
этого многочлена на постоянную, т. е. снова нечетный много­
член. Примитивая g n нечетного многочлена /„ есть четный мно­
гочлен.



2. Указанные неравенства легко получаются в результате 
умножения на положительную величину (1 — t2) n неравенств, 
выражающих условия на t . Если 0 <  х ^  1, то

I
J  (I -  t2)n dt 

1  —  f n  ( * )  =  — I--------------------------------------------

J  (1 -  t2)ndt
о

есть частное двух положительных чисел, и значит, минорируется 
числом 0; мажоранту получим, мажорируя числитель и минори* 
руя знаменатель:

J (1 -  t r d t < i d - t y d t  =  ±

i 1J (1 - f f  d i ^ f  t(  1 -  t y d t  •
1

2 ( n +  1) ’
0 < l _ f  ( x x d - f f - - _____ !_____ =  i l . - * ’ >"+ 1  '^ 2 ( n + l ) x  2(л+1) *
0 ^  1 — x2 <  1 =# lim (1 — x2)n+l =  О lim 1 — f n  (x) =  0.

oo oo
Далее, имеем

f n  (0) =  0  =#> lim /„ (0) — 0 ,
П~> oo

f n  (x) =  — f n ( —  X) => lim f n (X) =  — lim fn (— x) =  — I,
n-> oo n->oo

если — 1 ^  x <  0.

3. Предел последовательности fn на [a, 1] равен постоянной 
функции / =  I, и если обозначить через ѵа норму относитель­
но этого интервала, то

va ( f — f n) =  sup (1 — f n ( x ) X  (1 ~ “ 2) + - •а

Числовая последовательность (1 — а2) п+1/а сходится к 0; тогда 
последовательность ѵа ( / — /„) тоже сходится к 0, и последова­
тельность fn равномерно сходится к /  на [а, 1].

Функции f n непрерывны на [—а, а]; если бы последователь­
ность fn равномерно сходилась, то предельная функция f  была 
бы непрерывна на [—а, а], но ее левый и правый предел в 0 
не совпадают и равны

/ ( —0 )------1, /(4-0) =  1.



Таким образом, f не является непрерывной на [—а, а], и сходи­
мость не будет равномерной. Можно было бы также на основа­
нии непрерывности /„ заключить, что

sup [1 — /„(*)] =  sup [1 fn (*)] =  1 fn (0) =  1.
0 <  x <  a  0 < x < a

Следовательно, sup |/ ( x ) — /л ( * ) І = 1 не стремится к 0, и
—a < x < a

значит, последовательность f n не будет равномерно сходиться 
на [—а, а].

4. Функции g n и функция \х\ являются четными; стало быть, 
при обычном обозначении нормы || || функций на [—1, 1] полу­
чаем

111*1— gn 11= sup I U I — g„(x)| =  sup I U I — gn(*H
- 1 < Д £ < 1  0 < х < 1

Для положительных значений х имеем

0 <  1 — М * ) <  1 = # 0 < а: —  g „ ( * X * = # | | U I  —  g »  11 =
=  sup [х— g„(x)].

0 < х < 1

Из предыдущих неравенств вытекает также, что 
sup [* — g „(* )]<  sup x — h.

о < х < Л  0 < х < Л

Равномерная сходимость последовательности /„ на [A, 1], 
доказанная в п. 3, позволяет оценить сверху

X

{ [ ! - / „  (01 dt =  x  g„ (х) — [h — g n (Л)],
h

а именно,

J И-/»«)]*< /ѵ,(1-  /„)й = (*-»)

отсюда получаем на [А, 1]:
X

X — gn (*) =  h — g„ (Л) +  J [1 — /„ (0] dt <  A +  — ) + .
h

Эта оценка справедлива и для значений из [0, А]; следова­
тельно,

Il U  I — ge II =  sup [х — gn (*)] <  А +  (1 + ,

где A — произвольное положительное число.



Для произвольного е >  0 возьмем h — е/2; тогда
о  (1 - е 2/ 4 Г +1 

8
Последовательность

8 ■?Г
сходится к 0; значит, найдется такое N, что

я > Л І = # - | ( і  " " " г )  <  -f- =^Пі I — g »  II < 8 .

Итак, последовательность g n равномерно сходится к функ­
ции I JCI.

5.16. 1. Функции х-> -|х  — Xj| непрерывны, а стало быть, 
и р непрерывна. Каждая функция |х — Xj\ аффинна на [хг-_,, x j, 
а именно, равна — (х — х;) для г ^  /, и х  — Xj для і >  /; следо­
вательно, р — аффинная функция. На каждом из интервалов 
]Хі-,, х,[ функции IX — хг- J, а с ними и р, дифференцируемы. 
В точках Хі дифференцируемы |х — х_,| с индексом і ф і  и не 
дифференцируемы |х — х ,|. Таким образом, функция р диффе­
ренцируема в Xj в том и только том случае, если ct =  0.

Если p(Xj) = 0  при любом г, то функция р, будучи аффин­
ной на каждом из замкнутых интервалов [Xj_i, х,-], всюду равна 
нулю, и значит, она дифференцируема для всех х, и в частности, 
для всех значений Xj; все коэффициенты равны нулю.

Мы только что показали, что однородная система, соответ­
ствующая системе (S):

Р  ( х / )  = =  0  0  =  0 ,  1 . . . . . . . п ) ,

не имеет другого решения, кроме нулевого; а так как число не­
известных равно числу уравнений, то из этого следует, что 
система (5) есть система Крамера и имеет единственное реше­
ние при любых г/,- (теорема об альтернативе, Пизо и Заманский, 
Алгебра, гл. VII, б-й раздел, § 2).

2. Функции А. — это непрерывные функции, характеризую­
щиеся следующим свойством: существует такое разбиение 
а — х0 <  xj <  х2 <  . .. <  х„ =  b интервала [а, Ь\, что на ка­
ждом интервале [Xj_b х,] функция А аффинна.

Функция р:
П

Р (х) =  S  С{ I X — Xj I;=о
тоже обладает этим свойством; она совпадает с А, если

Р  (х/) —  A ( X j ) ,  (/ =  0, 1, . . . , п )  (5')
ибо тогда на каждом из интервалов [х;_ь х;] аффинные функции 
А и р  совпадают. Система (S') представляет собой не что иное, 

ѵ как изучавшуюся в п. 1 систему (S),  если положить A(xj) =  yj,



а последняя, как мы уже установили, имеет, и притом един­
ственное, решение.

3. Мы знаем (задача 4.23), что любая непрерывная на [0, 1] 
функция / является равномерным пределом функции К, т. е., со­
гласно п. 2, функций ц. Если а  >  0 произвольно, то найдется 
такая функция р, что

II/— till— sup I f (x) p (x) I <  Я.0<x<l
В предыдущей задаче показано, что функция j лг| есть равно­

мерный предел многочленов на [—1, 1]; а значит, то же самое 
имеет место для функции |х — х,| на |х,-— 1,х( -{-1]. Следо­
вательно, функция р, будучи линейной комбинацией функций 
|х — Хі \ (где O s ^ X j ^ l ) ,  является равномерным пределом 
многочленов на замкнутом интервале [0, 1], принадлежащем всем 
интервалам [хг- — 1, хг- +  1], т. е. найдется такой многочлен А, что

II р — Л | |=  sup | р (х) — А(х) | <  се.
0<*<t

Из обоих результатов следует, что
I I / - Л І К І І / - Р І І  +  І І Р - л  II <  2а.

А поскольку а  произвольно, то это неравенство показывает, что 
/  может быть равномерно приближена многочленом, а тогда, как 
известно, можно найти последовательность многочленов, равно­
мерно сходящуюся к /, для чего достаточно взять сходящуюся к 
нулю последовательность а п и рассмотреть последовательность 
многочленов А п, для которых

||/  — А„||<2се„.
Наконец, если функция F определена и непрерывна на [а, Ь\, 

то сделаем замену переменных, переводящую [а, Ь] в [0, 1]:

x =  Г  f(x) — F (t ) — F[(b— a)x-\- а].

Функция / есть равномерный предел на [0, 1] последовательности 
многочленов Л„, и значит, функция F есть равномерный предел 
на [a, b] многочленов Вп, преобразованных из Лп, т. е. имеющих 
вид

М 0  =  А , ( | 5 | ) -

5Л7. 1. Если поставить в соответствие функции /  функцию g 
вида

g (х) =  j  [fix +  а) — / (х — а)] — / '  (х),

то тем самым будет определено линейное отображение вектор­
ного пространства действительных функций, непрерывных и диф­
ференцируемых на R, в векторное пространство непрерывных



функций. Тогда ядро этого отображения, т. е. множество Е, бу­
дет векторным пространством.

2. 1) Функция х-*-егх принадлежит Е, если

гегх ф
2

(вг (дс+а) — ет (х-а)}^г __ g]-, Ла,

Если г является решением последнего уравнения, то — г тоже 
будет решением. Найдем положительные решения, исследуя по­
ведение функции ф, определенной для г ^  0 формулой

Ф (г)  =  sh га — г =Ф ф '  (г) =  a ch га — 1.
При а ^  1 производная ф' положительна; возрастающая 

функция ф обращается в нуль только в точке 0.
-При а <  1 производная ф' отрицательна в 0, возрастает и 

обращается в 0 в единственной точке г о.
0  г 0 оо

0  +  оо

ф
\  /

Следовательно, функция ф обращается в нуль в 0 и в некоторой 
точке р >  г0.

Итак, Е содержит две функции: х-*ерх и х—>е~рх, если а < 1 , 
и не содержит показательных функций, если а ^  1. В обоих слу­
чаях постоянные (соответствующие г =  0) являются функциями 
из Е.

2) Точно так же убеждаемся в том, что функции x - v c o s œx  
и X  -> sin со X  принадлежат Е, если

о» =  sin (Ой.
Если (о — решение этого уравнения, то ю тоже будет реше­

нием. Найдем положительные решения, исследуя поведение 
функции ф, определенной для со ^  0 формулой

ф (©) =  sin сой — со =# ф' (и) =  й cos (Ой — 1.
При й ^  1 производная ф' отрицательна и убывающая функ­

ция ф обращается в нуль только в 0.
При а >  1 производная ф' обращается в нуль для некоторого 

значения мо, заключенного между 0 и я/2й, а также для значе­
ний (Оо +  2/гя/й и 2 £ я / й  —  (Оо.

О м0 2я/а — (00 (о0 +  2лj a  A n j a  —  ш0

О

Afo
/  \

М,
/  \

. /
N. / N /  

т2



Минимумы mh отрицательны, поскольку

sin а [2hn/a — ю0] =  — sin ащ <  0.

Таким образом, число точек, в которых ф обращается в нуль, 
равно удвоенному числу положительных максимумов Мд. По­
следовательность максимумов убывает, так как

Mh — sin [аюо +  2/ш] — [соо +  2/гя/а] — М0 — 2/гя/а,

и последний положительный максимум Мп, определяемый соот­
ношениями

2пп/а ^  sin ащ — <в0 <  2 (гг +  1) я Іа, 

будет иметь номер

„ _  с ( а fsin «“о — ö>o] \ _  с ( яМ0 \
П~ Е {---------- Ш--------- ] ~~Е 2гГ / *

где через Е(и) обозначено наибольшее целое число, не превос­
ходящее и.

Тогда число положительных максимумов равно п +  1, а чис­
ло значений to, в которых ф обращается в нуль, равно 2(n-|- 1). 
Окончательно получаем:

число строго положительных решений уравнения
со =  sin to а

при а >  1 и соо =  (1/а) arccos (1/а) равно

2г а + і ==і + 2 £ ( а[5Іпа2мя° - Юо1).

З а м е ч а н и е .  Чертеж графиков функций to -*■ sin to а и to -*- to 
на одной системе осей может дать некоторое представление о по­
лученных результатах, но не может сам по себе служить дока­
зательством.

3. Возьмем такой интервал [хи х2], чтобы х2 — х х >  2а. На 
[л'і, х2] функция f будет равномерным пределом последователь­
ности функций /„ из Е, т. е. таких, что

f'n  (*) =  T  Un ( х + а )  — /„ (х — а)].

Если х х а ^  X ^  х2 — а, то числа х + ' а и х — а принадле­
жат [хх, х 2]. Следовательно, на [хх +  а, х2 — а] имеется равномер­
ная сходимость:

последовательности х -> /„  (x -f  а) к х /(х  +  а ) , 
последовательности X-V/„ (х — а) кх -» -/(х  — а),

последовательности x~+f'n(x) к x -> Ÿ  [ / (х +  а) — /(х — а)].



Так как последовательность производных / '  равномерно схо­
дится на [хі +  а,х2— а], то предел f последовательности fn диф­
ференцируем на этом отрезке и

f '  (х) =  lim f'n (х) =  у  [f ( x  +  a) — f (x — а)].

Но всякое X принадлежит некоторому замкнутому интервалу 
длины >  2а, например, [х — 2а, х 2а], и этот интервал может 
играть роль исходного интервала [хи х2] (функция / на любом 
интервале является равномерным пределом последовательности 
функций из Е).  Таким образом, функция f дифференцируема для 
всех X, и ее производная равна

r (x )  =  ± [ f ( x + a ) - f ( x - a ) ] ,

чем доказано, что f принадлежит Е.
5.18. Для т — 1 имеем

t2 +  2t -  I _  . . 21 2
t2+  l 1 t2 +  1 t2 +  l ’

l

/. =  J dt =  V +  ln ((2 +  1) ~  2 arctg /JÔ == 1 +  In 2 — y  .
0

Для одной части интеграла при любых значениях т имеем

1 2t (fi + \ ) - т dt =  Р ' Т Д П  =  •
о

Для т =  2, сделав замену ф =  arctg/, получаем
1 я / 4J (І2+ \ У  dtr= ~ J cos 2qp cfqp =  y  [sin 2ф]"/4 =  - ÿ ,

о о

3
Для m =  у  снова сделаем замену cp =  arctg/:

1 Я / 4

f  t ~ 1Т)- dt =  Г [ —!- - - 2 cos qp 1 с/ф =J J Lcosq) ^о ѵ ' ' о

=  [1п (tg f  +  f )  — 2 sin qp]o = l n ( l  +  / 2 ) — ] f 2 ,  

/■/, =  ln (1 +  V%) ~  V Ï  +  1 — 2 — 2 / 2  +  ln(l  +  / 2 ) .



В общем случае можем написать
I '

<2-  1 м — [ di _
(<а+  l)m j  (<2+ 0 т-1

Найдем рекуррентное соотношение между Jm и / т _і, которое 
позволило бы свести вычисление / т  к / 1 при целом от, и к /у,
при целом от — у .  Соотношение между J m и 1т- 1 получается

I dt
иг  л- \ \т '■ Jm- 1 2/„

интегрированием по частям: 
1

У/л— ) ! dt
(t2+ l)"1“ 1

t
, ) Ш - 1

2 (от -  1)<2 ОТ 
(/2 +  1)т

— 2т_)- +  2 (ОТ — 1) (У/л-1 — ^т)>

2 ( о т -  1)7т =  ^ ГГ +  ( 2 о т - 3 ) / т _ 1.

Можно также получить значение Ут , применив дифференцирова­
ние под знаком интервала (см. задача 5.41).

5.19. Произведем интегрирование по частям, чтобы заменить 
логарифм его производной, которая рациональна:

' • - [ ■ ï r t f + j T
dt In

(1 -W 2) 1 4  ж

+  ln X — ÿ  [In (x2 +  1)

c2 +  J  ( t > + l ) d/

При X -  

откуда

сю
ln X 

I +  X2 ->0 и

lim Ix
oo

ln 7 T T - ln2-

T , n2-

Это первый пример интеграла на некомпактном интервале; по 
определению,

4 - 0 0

(I +  /2)2 Л  =  Т , п 2 ‘

5.20. 1. Полюсы подынтегральной функции — мнимые и про­
стые; следовательно, нам нужно найти разложение дроби на 
действительные элементы:

х < 4  1 = ф 2 4 -  \)2- 2 х 2 =  (х2+ х Ѵ 2  +  і ) ( х 2 — x Ÿ2  4 -  О,
I __ Ах +  В , — Ах -f В

х < +  1 _  X s +  x ^ 2  +  1 je2 -  x  4  1



(как и дробь, разбиение на простейшие должно быть инвариант» 
но при замене х  на —х, так как оно единственно).

Находим А и В, задавая х  конкретные значения:

откуда

л: =  0 =#> 1 =  2В =#>/? =  у .
. . I Ai +  В , — Аі +  В . .

*  =  ' *  Г =■T F T  + ~ ^ 7 Г # А  =■V ' ’

A x + B ~ l - ? - x  +  ~  =  l ^ - ( 2 x + V Ï )  +  ^ .

Поскольку 2х +  Ѵ̂ 2 есть производная знаменателя х2 +  
+  X Y 2 +  1, то

Г Л Х+Х 24-. dx =  [ІП̂  +  X V 2  +  1)]І =  ІП(2 4- / 2 ) .J х7 -f- х У 2 + 1

■dx _ Г________ dx— J / , Г 2 \ а
=  / 2  [arctg (x V 2  +  Ola =  / 2  -  -J ) .

Для другой дроби вычисления идентичны, и следовательно,

/  =  ^ | - [ | П(2 - : - / 2 ) - l n ( 2 - \ ^ 2 ) ]  +  ^ - [ f  +  Щ  =

=  In (З +  2 Ѵ%) +  •
2. Получаем

Г _rf£_ =  r_£_l' f _J
J х* +  I I х Ч - I J, ' J (Г

4£^ г = 7 + 4 ( / - 7 ) .

: 1  +  1 / :  
8 ‘ 4 1

Зя J +  - f  4 3 ^ 2
32 32 In(3 +  2 ѴЛ2).

dt
3. Замечаем, что

I 1

к = ' + / + п Р = / + ! І
о о

Второй интеграл может быть вычислен при помощи замены пе­
ременного ф =  arctg / или рекуррентной формулы из задачи 5.17 
(в той задаче этот интеграл обозначается / 2):

1 Я / 4

1 J  ( F T W  =  І  I  cos24 P J [2ф +  s in 2ф]Г =  +  7  •
о о



5.21. Воспользуемся параметрическим представлением соот­
ношения

у =  У(х — а) {Ь — х ) $ $ у >  0 и _  (* _  Д ±А  )2(

откуда в результате замены переменного 

X =  “± L  +  cos /;

dx — — Ъ— —  sintdt ,  у =  - ^ -2 -  sin t ^  О

получаем 
ъJ У  (х — a) (b — х) dx =  J — — ~4 ^  sin2 / dt =

а  л
я

_  f (6 -  а)2 (1 - c o s  2t) л  ( b - а ) 1
“ J ------- 8------ d t  =  %--- 8--

5.22. Взяв за новое переменное У I  + 1, или еще проще, 
и =  У 1 +  t — 1, получаем 

1
/ , =  f 1 - ^ 2  ( и +  1)й?« =  [ы2+ 6 ы  +  41пи]‘__  =J и 1 Ѵі+х-1

V Г+JC—1
=  11 -  X -  4 у т + х '  -  4 In ( У Т + Х  — 1).

Известно, что

Г »'+ / Г + Т  Л  1 +  У Т + Т
dx dx  \  J У I  +  / — 1 J  Y 1 +  X — 1

в чем легко убедиться непосредственным вычислением.
Если X —>0, то \ п ( У 1 -(- X  — і) стремится к — оо, а осталь­

ные члены — к конечным пределам; следовательно, Іх стремится 
к -f- о°. Этот факт можно получить и следующим образом:

1 < У і  +  t <  1 +  -L 1 +  Ѵ \  - и  ^  2 _  4 .

V i  +  t - i  1 + - І / - 1  '■

функция 4It не интегрируема на [0, 3], а значит, и рассматривае­
мая функция тоже.

5.23. Делаем замену t =  V x \  это дает
3
Y  а

, Г З/2 dt 
1  J  *3 -  2/  +  4 ’о



далее имеем
312 _ 3 Г 2 . 3/ -  2 1 _  3 Г 2 . 3 (2/ -  2) +  2 ]

/э — 2/ Ч- 4 5 L / +  2 / 2 - 2 /  +  2 J 5 Ь  +  2 "Т" 2 ( /2 - 2 / +  2) _Г

1 . =*= f f  In (t +  2) +  jq I" P 2 -  2/ +  2) +  4  arctg (/ -  1 )]^  =  

=  4 ln ^ a +  2 ) +  ‘Ж  ln — 2  +  2)  =

= 4 arcte ( ^ a — 0-
21 . „  . Зя
l ö l n 2 + ^ ö '

5.24. 1. dx = 2 dt
1 +  t* ’ 6 3 tg T  =  i;

1
, f  (1 +  f 2)2 r 1 . 1 , , , <2 i i  1 , 1 , „
* — J 4p— d t - [ - 8 F +  ¥ ,n/ +  T L ,  - T  +  T ln3-

/3 /3

2. du ■

/3 /3

sin xdx,  cos 4  — 4-, cos-£ =  0;3 2
V,я/2 4,

, __ Г sin X dx Г
— J (1 -  cos2*)2 — J

Я/3 0

du
( 1 -  и2)2 ’

Двойные полюсы рациональной дроби равны 1 и —1; четность 
рациональной дроби позволяет получать без вычислений про- 
стейшие элементы относительно полюса —1 из элементов отно­
сительно полюса 1:

(1
_!___ =  ± [.
- а 2)2 4 [

1
( « -  I)2

1
1 1 (и+1)2 + « + т] =

отсюда

1 1
и+  1 f i n Ц+ 1

и -  1 I]ѵ’ = 4 + > э .О з 4
5.25. Чтобы выяснить, приведет ли переход к переменным 

sin X, cos X или tg x  (выбор, вообще говоря, более выгодный, чем 
tgx/2) к интегралу от рациональной функции, можно исследо­
вать, будет ли дифференциальный элемент (понимая под этим, 
дифференциал dx) инвариантен относительно преобразований

х —> — X — новое переменное cosx, 
х -> п  — X — новое переменное sin лг,
X -> л -f  X — новое переменное tgx.

В изучаемом частном случае можно взять sin х — и, ибо
sin (я  —  X) sin (2л —  2х) ,__ . . __ sin х sin 2х ,

sin4 (я  —  х) - f  cos4 (л  —  х) +  1 '  2 sin4 X - f  cos4 X +  1 Х’



я /J Y lß
' du
-2 +  1 '

! __ Г 2 sin2 X cos X dx  __ Г и2 d
J sin4 X - f -  cos4 к  +  1 J и4 —  и 2О И

Биквадратный трехчлен и4 — и2 +  1 не имеет действительных 
нулей; можно представить его в виде

и * - и 2 +  1 = ( « 2 +  1)2- З н 2 =  (м2- н Ѵ Л3 +  1)(«2 +  н ^ З +  1), 
и четность рациональной дроби позволяет записать 

и2 An -Ь В I — Ап -f- В
и2+  1

---7=-------1------------7=---- •
и J 3 + 1  и2+ и  | ^ 3 + 1

Задавая и численные значения, например, 0 и /, получаем
КзА =■ В =  0.

Замена ѵ =  — и преобразует интеграл
/ 3 / 2  - / 3 / 2  ОГ —  и du __ Г — у dv __ Г _____ ѵ_
J и2 +  и /  3 +  1 _  V2 —  у \г 3 +  I _  І  у 2 — ѵ

/ 3 / 2

dv

-Y  3/2
К з + і  ’

КЗ
/ 3 / 2  / 3 / 2

Г _____ и du______ I Г —  и du
J иг - м К З +  1 +  J и2 +  и Ѵ  3 +  1

Кз
6

/  з/:

J
- / 3 / 2

' эі-
Г и du_____ #

J и2 — и Ѵ з  +  1 ’

_ YW _  _
Кз Г (2#f -  Кз ) +  Кз 

12
- V  3/2

Г (2" -  Кз ) ч
J и2 -  и Ѵз ■К З +  1

du —

[ln («2 -  и / з  +  1) +  2 / 3  arctg (2« -  /з )1 _ ? !/2;

/  — y a rc tg  2 - / 3
12 ln 13.

5.26. 1. Замена и =  — х дает

( a , b ) =  J (1 -  к 2)

(1 +и2)Ѵі +и=■ (— du) ■ І ( — а, — b).

Если а и Ь — одного знака, то х = \ / ѵ  определяет на [а, Ь\ не­
прерывную замену и

ЧЬ  1ІЬ

к  п —  Г п  - o - * ) ( - p - f  r f o )  _  Г  ( l - t >2) d v  _ . / 1  n> ~~ ,J (l + r^ f iT F 1 J (1+чг)КГ+  ̂ la ’ by1 la l/a



7 (ö> а) =  - 7 (а* { Н ° -
2. Функция X  t — X  +  \/х непрерывна и дифференцируема 

для X  Ф  0 и строго возрастает для х ^  1, поскольку
ѵ2 _ 1

dt =  з— dx.
X 1

Если а ^  1 и b ^  1, то эта функция определяет дифференци­
руемый гомеоморфизм замкнутых интервалов [о, b} и [а, ß], где 
а  =  а +  1/а и ß =  6 -|- 1/6. С помощью такой замены находим

Р

(а , Ъ) =  J — л2 dt
(1 + x 2)j/T + x 1

P

J / 1Л 2-
K2_
2 a r c s in -1—  , 

* Ja
I /  u\ V 2 \  ■ b V 2 . e / 2  1/ ( a ,  ft) = - g - [arcs in'^  , — arcsin =  / ( « ,  ft).

Если a и b заключены между 0 и 1, то обратные к ним числа 
будут ^  1, и

/ ( о , & ) = / ( і  ! )  =  / ( f  т )  = /(« .» ) •

Если а ^  1 ^  Ь, то точно так же получаем

/ < « . » ) = / (о, 1 ) - и (- і .  » ) - ; ( ■ ! .  * ) = / ( 4 .  * ) - / ( « . 4 ) .

Следовательно, в случае положительных о и b значение 
І(а,Ь)  известно. Если же а и b оба отрицательны, то, как мы 
знаем,

/ (а, Ь) — — / (— а, — Ь) — — / (—а, — Ъ) =  / (а, 6).
Наконец, функции а - ^ І ( а , Ь )  и ft-> /(a , b) непрерывны, по­

скольку /  есть интеграл от непрерывной функции. Тогда, взяв й 
одного знака с Ь, получаем

I (О, Ъ) =  lim 1 (a, b) =  lim f (a, b) =  f (О, 6),a->0 û->0
откуда выводим общую формулу 
/  (о. 4) =  / (0, 6) -  /  (0, а) =  I (0, 6) -  I (0, а) =  / (а, Ь)

- У г -[

Б.27. 1. Легко находим 
1

, • Ь ]/ 2
2 [a r c s in  yrqry"

. û^2
a rcsin a2 +  1 ]•

/о  —  J s in  (ях) d.t =  —  ~  c o s  jTxj ' =  ~ ,
о 0

1 t
г f  • / \ j  Г —  X cos (яде) "I1 . f  cos (nx) , 1
/ ,  =  J  x s . n ( n x ) d x  =  [ --------^ - J o + J  — Г Г 1 * - -



Применяя дважды формулу интегрирования по частям, по­
лучаем

/Л+2
-  х п +2  cos ( п х )  , (п  +  2) х п+ х  sin ( п х )  I 1_

я  я 2 J o

I

__ Г (п +  2)(п +  I) х п sin ( я л :) ^
J я̂
о

_ J _  ( я + 1 ) ( д  +  2) f .
‘ п + 2 ~  п  я 2  ‘ п ’

задавая /г значения 0 и 2 получаем

/ 2 — 1

Я

II

«
|"

в

I
Я

4
я 3

/ 4  =
1 12 т 1 12
4 ! ё І 2 ~ Я я 3

2. Для 0 <  X <  1 последовательность хп строго убывает и
1 [

хп sin (я*) >  xn+l sin (ял;) =Ф j* хп sin {пх) dx >  J  л:"*1 sin (ял:) dx.
о ѳ

Кроме того, если 0 <  лг <  1, то
1

О <  хп sin (ял:) <  хп 0 <  /„ <  J xndx =  -^qrf •

Последовательность /„ строго убывает и стремится к 0. Соот­
ношение между /„ и Іп+г позволяет записать:

П2/п+2Я Я

п (п+1)(я + 2) (я+І)(я + 2) (я+1)(я +2)
так как Іп+2 стремится к 0, когда х —►+ о о ;

Более точно выводим из (R), что

Іп+2>0=$Іп <  ■(„+,)"(„ + 2) •

и применяя это неравенство для индекса п +  2, получаем
1 ^  Я N. JT 's. И
п+2^  (я +  3)(я +  4) ^  п ^  ( п  +  1)(я +  2) ~

( п +  1)(я +  2) ‘ (я +  3)(я +  4)

/



5.28. Имеем х2 — 2х +  2 =  (х — I)2 - f  1. Сделаем замену х — 
— 1 =sh<p и обозначим через а  решение уравнения — 1 = s h a ; .  
тогда

/ ' <8h „  + 1 )  Ch* ф d„ -  + f +  =

__ 1 ( ch3 а , а , sh 2а \
3 I 3 2 +  4 ) ’

sh a  =  — 1=фсЬа =  ѴЛ1 +  sh2 а =  Y  2 =Ф> еа =
=  sh а +  ch а =  У 2 — 1

/ = 4 і п( ^ 2 +  D + 4 - - 2 ^ - 1 .

5.29. 1. Интегрируем по частям:
Я / 2

/ п+2 =  J sina+l X  (sin X dx) =
о

я / 2

=  — [sin“+1 X cos х]о/2 +  (а +  1) J sin“ х  cos2 х dxr
о

Л»+2 —  (О +  1) U а Л и-2)=М а  +  2 ) / а+ 2 =  (<Х -f- 1 ) / а-

Это соотношение влечет:

/ ( а +  1) =  («г+ 2 ) / а + , / а + 2 =  ( а +  1)/„/в+і =  /(а).
Функция / имеет период 1, и для целого р

/0>) =  /(0) =  /оЛ =  £ .
2. Имеем

0 < * < y =t’0 <  sin X <  1,
я / 2  Я / 2

а <  а ' =#• sin“ л; >  sin“' х =#> J sina л: >  J sin“' xdx.
о 0

В соответствии с неравенствами р ^ а  <  р +  1,

Р +  2 
р -Ь 1

/ » > / « > / р+1> ^р+І Лі+1 >  Iа + 1 '  Р + 2 >

/ (р) =  (р +  2)/р/р+1 >  (а +  1)/а/ а+1 > ( р  +  1)/р+ і/р+2 :
р + 1
Р +  2 / ( р + 1 ) .

А поскольку / (р +  1) =  / (р) =  / (0) =  я/2, то
Р +  2 
Р + 1 • Т > ( а + 1 ) Ѵ а +1 >

Р +  1 _л 
Р  +  2 2 ‘



Применение предыдущего двойного неравенства к значению 
« +  п параметра дает

п -Ь р 4- 2 
п +  р +  I •  у  >  /  ( а  +  « )  > п +  р +  I 

п + р +  2
я
¥  ’

Отсюда следует, что предел последовательности / (а +  п) 
равен я/2; но функция f имеет период 1; значит, / (а п) =  f (а):

lim f (a  +  n)=;f(a)  = - £ .
rZ-*00 Z

3. Функция а ->Ia убывает:

: > / a  + , > / a +2 # l > ¥ - S  ̂a +2 a +  2 
a +  l *

Отношение / a+J//a, заключенное между 1 и (a -f- 2)/(a -f- 1), стре­
мится к l при a —► +  oo; отсюда

5.30. 1. F есть отображение E в R\ значит, достаточно про­
верить, что если Л и  р — произвольные действительные чи­
сла, то

F (кА +  pß) =  IF  (Л) +  p£  (В);
но это хорошо известное свойство интеграла.

2. Так как степень f не превосходит п, то можно рассмотреть
ь

F ( f ) =  \ p ( x ) d x .
а

Этот интеграл может обратиться в нуль лишь в том случае, если 
непрерывная (как многочлен) функция /2 тождественно равна 
нулю. Следовательно, если F — нулевая форма, то f — нулевой 
многочлен.

Отображение f->-£ пространства Е в сопряженное простран­
ство Е* линейно (действительно, kf і +  +  р£2), и стало
быть,

2  Мд— 0 ФФ 2 ^  =  0.
< = і I

3. Отображение f - * F  пространства Е в Е* линейно и имеет, 
в силу п. 2, нулевое ядро; следовательно, образом пространства 
Е  при этом отображении является подпространство Е'  простран­
ства £*, имеющее одинаковую с Е размерность. Но, как извест­
но, само Е* имеет ту же размерность, что и Е, значит, его под­
пространство Е'  имеет одинаковую с ним размерность, а стало 
быть, Е'  совпадает с Е*, и любая линейная форма С на £  яв-



ляется элементом из Е', т. е. существует такой многочлен g  сте­
пени, не превосходящей п, что,

ъ
G ( A ) =  j  g(x )A(x )d

а

X.

5.31. 1. Доказательство проводится при помощи формулы 
интегрирования по частям, примененной k раз:

-1 р=о
+

- I

1
+  (-1)*  J А ^ ( х ) ( х 2-  l)k dx.  

-1
В точках —1 и 1 производные порядка <  k от (х2— 1)Л равны 
нулю; следовательно, внеинтегральное выражение равно нулю; 
с другой стороны, A W ( x ) =  0, так как степень А строго меньше£.

2. Решение получается в результате изучения нулей последо­
вательных производных

dh
dxh

(х2-  l)ft

(см. 3.52, п. 4, многочлен Up пропорционален D).
3. Легко убеждаемся в том, что если А и В принадлежат V, 

a À и р — произвольные действительные числа, то многочлен 
Я/4 +  pß принадлежит V. Кроме того, многочлены D, Dx, . . .  
. . . ,  Dxh~l образуют базис в V.

Если А кратно D, то по определению А =  DQ, где Q имеет 
степень, не превосходящую 2k — 1 — k =  k — I, н, как мы видели,

1J D (х) Q (х) dx — 0 (deg Q < k).
-1

Точно так же,
li ( A ) ^ A ( x i) =  D(x i)Q(x,) =  0.

Обозначим через А, многочлен

X

D
~ хі = ! [ ( * - * / ) •

іфі

Многочлены Д; независимы и составляют базис векторного под­
пространства V' многочленов степени, строго меньшей степени D\ 
это пространство V'  является дополнительным к пространству V:

• __
lj (Ai) =  0, если j ф  i, U (Аі) =  П  (xi — х { ) ф  0.

ІФі



Допустим, что формы lj удовлетворяют соотношению
2  Я/// =  0 2  А,/ / / (Л)=0,  ѴЛ.
/ /

Взяв в качестве Л многочлен Аі, получим

2  (Д;) =  К  П  (xi — Xj) =  0.
/ іфі

Отсюда все коэффициенты kj равны нулю, и следовательно, фор­
мы lj независимы.

Если SB — форма из W, то коэффициенты р, находятся из 
условий

[ S -  2 М * ) ( А /) =  0 ( / = 1 ,  2, k).

В самом деле, SB (Aj) — р;7ДА;) = 0 ,  что и определяет коэффи­
циенты |Tj. Форма

3? — 2  V-iU,
і

по условию, равна нулю на пространстве Ѵ\ на дополнительном 
к V пространстве V  она равна нулю в силу выбора ( V' по­
рождается Аj) ; значит, она равна нулю на всем пространстве. 
Всякая форма из W есть линейная комбинация независимых 
форм U, и стало быть, /< составляют базис пространства W.

4. Форма I принадлежит W\ поэтому она является линейной 
комбинацией форм Ц базиса пространства W, т. е. существуют 
такие числа ті} что

k 1 к

/ =  ^ т г/і#Ф J A(x)dx =  ŷ i m lA( x l)
і= 1 -1 (=i

для любого многочлена А из Е, или, иными словами, многочле­
на А степени, не превосходящей 2k — 1.

Для нахождения т,- возьмем в качестве А последовательно 
все многочлены Ад

1 k
Г А, (х) dx =  2  т { А/ (Хі) =  т,- А, (*/).

J  '
По определению,

D (X) =  {х — Xj) A j (X),
D' (х) =  А/ (*) -f  (х — xj) А/ (х) D' {xj) =  А (х,),

1Г - T Z ^ r d x ^ m / O ' i x i ) .

5.32. Если 0 ^  X <  1, то функция f положительна;
X

I +  X1
<  1 и

Г Т
<

Г I  - X
=#/(*) < V 1



Положительная функция f мажорируется интегрируемой функ­
цией (1 — х)-'1*, и значит, она интегрируема. Мы знаем, что за­
мена переменного переводит сходящийся интеграл в сходящийся 
(см. Пизо и Заманский, книга IV, гл. II, § 3). Делаем замену 
х2 =  t\ получаем

1-0

/ = ± Г ___d t __2 J (1+0 I'M — <2
Затем делаем замену ф =  arccos t\ получаем

+0 я/2
—  sin ф Дф  _1_ Г Дф __ 1 Г, ф'|л,/2  1

( 1 +  cos ф) sin ф 2 J 2 cos2 ф/2 2 L ^  2 J0 2
я/2 0

(Заметим, что после второй замены интеграл /  может быть опре­
делен на замкнутом интервале [0, я/2], т. е. компактном.)

5.33. Известно, что для любого а > 0  и для х-ѵО
ха In х -* 0 .

Но тогда и х“р (1п х ) р ->-0. Если взять а =  1/2р, то, по опреде­
лению предела, найдется такое Хо, что

X <  х0=^| х,/г(Іп х)р I <  1 =#>| (In х)р I <  х~'!к

Функция J (In х) PI мажорируется интегрируемой функцией 
х ~ \  значит, эта функция и функция (1пх)р интегрируемы на 
]0, 1]. Сделаем замену t =  ln х, т. е. х == еи, тогда

о
/ =  J  tpé  dt.

Будем вычислять интеграл р -+- 1 кратным интегрированием по 
частям, но в соответствии с требованием будем применять этот 
способ на компактном интервале [и, 0], а затем перейдем к пре­
делу при и - *—  оо:

\ f e t dt =  [et {tp- p t p- l +  . . .  - К - 1 ) Ѵ ) ] °  =J U
U

=  ( - l  ) » p i - e u{up- p u p- ' +  . . . + ( -  1)V0.

Но мы знаем, что при и -»----оо произведение показательной
функции еи на многочлен стремится к 0, поэтому получаем



5.34. Логарифмическая функция возрастает, так что
( Р + П / л

In — <  ln jc=# — ln — <  f  Іпд:rfjc=# n '  n n n J
Pin

n-1

Точно так же,

. n - l  (Р+ Ч /л  1

=̂î'S,n'f'<S J ]nxdx =  J ln* Ac.
p=  1 P=l p/n 1 ln

< P + I )  n

=£> ln X <  In P +  1 I ln X dx <  — ln — 1 n ,! n n
Pin

Последние неравенства справедливы и при р =  О, так как ло­
гарифмическая функция интегрируема на ]0, 1/«]; отсюда выво­
дим, что

п - 1  п - 1  І Р + О / Л  1

ln - J  \ n x d x —  j l n x d x .
p=  0  p = = 0  pin + 0

Замечая, что ln (n/n) =  0, видим, что рассматриваемые суммы 
совпадают и что

Г » і
Г ln X dx < -i- 2  ln < J  ln X dx.

+ 0  p = l  1 / л

Если l/n -> 0 , то интеграл
I

j* InjcAc
1 / л

имеет предел

J ln л: dx;
+ 0

по определению последнего, мы получаем:
„ I

l i m — У] In — =  { \пх  dx — [ x \n x  —  хУ 0 =  —  I.
" £Гі П +о

Рассматриваемое выражение может быть записано так:

ип —  =ФІП и„

Но, как известно, последовательность In ип имеет предел, рав­
ный — 1, и значит (по непрерывности показательной функции), 
последовательность ип имеет предел е_І ~  ]/е.



5.35. 1. Функция (f2+  l)PIQ непрерывна при t ^  а и имеет 
конечный предел при /-*- оо; следовательно, эта функция огра­
ничена на интервале [а, +  оо[ и существует такое число к, что

Функция
функция

sin/ PU)
QU)

P U) c _ ± _  
Q (t) *** P +  1 V/ ^  a.

к / (t2-\-\)  интегрируема на [a, -f- oo[, а значит,

t sin PU)
QU)

абсолютно интегрируема.
2. Проинтегрируем по частям на компактном интервале 

[О, *]; получим

/ т “Т то
(sin t dt) — X COS X

x2 +  1
I - p  

(1 +  t*)2
cos t dt.

Интеграл + 00
Г I — t 2

J (1 _|_ (t)2. COS  ̂^
0

сходится в силу п. 1; выражение
— X cos JC 

^  JC2 -  I

стремится к 0 при x —>-+оо; следовательно, при x-+oo
X  + oa

Г / sin / ,, f  1 — /2 . . .J l + t ' d ~* J  (I -Ь Г2)2 costdt-

Интеграл /, по определению, сходится.
3. Интегрируем по частям:

XJ 4w(sin̂>=
— cos je A (x) . cos aA (a) . Г , А’ (/) В (t) — A (t) В ' (t) л

п I ft і  п \  * j C O S  I  a t  !  і \B(x) B(a) B*U)

Последний интеграл абсолютно сходится, так как 
deg А'В — AB'  =  deg А -f  deg В — 1 — 2 deg В — 2 =  deg В2 — 2.

При x-*- +  оо этот интеграл имеет предел; функция
— cos хА (х)Y  — ъ . . , ѵ— —

В(х)
имеет пределом 0 , и значит, исследуемый интеграл сходится.



З а м е ч а н и е .  Сходимость интеграла можно установить, при* 
меняя критерий Коши и вторую формулу о среднем (см. задачу 
5.10); действительно, существует такое to, что функция 
t —* A (t) / (В (t) монотонна на [/0, +°°[. Если х и х' больше 10, то

X' £  X'

Г . А (t) , А (х) Г . . . .  . А ( х ' )  Г . , ,,J s i n / s m / Ä  +  W T  J smtdL
X JC £

Каждый из интегралов в правой части по абсолютному значению 
не превосходит числа 2 , и значит,

X'

X

А {х) 
В{х) +  2

А( х ' )
В{х ' ) =Ф

X'
> Ііш

X  *+■ оо
Х ‘  - >  + оо *

1 sin t А(І)
B( t ) dt =  0 ,

чем доказана сходимость интеграла.
5.36. 1. Очевидно, что на интервале [1, +  оо[

0 < ----------!--------- < ------- !-------<  — !—
(і +  *а) ( і  +  Хх) х“ (1 + Я * ) Яха+1

Функции
лг- > 7 ----- —!----------  и х -> —------------

( і +  ха) ( 1 +  Ях) ха (1 +  Хх)

положительны и мажорируются функцией
1

Х ~* Хха+1 ’

интегрируемой на [1, +  °°[» поскольку а +  1 >  1; значит, они 
интегрируемы на [1, +  °°[- 

2. При а <  1 из неравенств

следует, что функция
0 < 1

х“ (1 +  Ях)

1
х ~* ха (1 +%х)

интегрируема на ]0 , 1], а стало быть, и на ]0 , +  оо[; сделав 
замену t = Хх, получаем
+ 00

ь dx

+о (1 + Х х )

4*00 + 0 0

- 1 - t û t  l ?
dt

(1 +  0

dx
(1 +  Xx)



1 1
1 +  Я 1 +  Яд: 

отсюда при Я —> О
1 + я — <  -

А  *а А  *а

dx
(1 +  Кх)

і+0

dx
ха ( 1 +  Ял:)

стремится к 1/(1 — а), т. е. к общему пределу мажоранты 
миноранты, и следовательно,

/ ( Я ) -

+ 00

\.а~- Г —
J  ta 

+ 0

dt

(1 + 0
— 1 

1 — а

И

3. Условия ß > 0  и X >  1 влекут неравенства
О < ----------- !----------- < _______!______

^ ( 1  +  ха)(1 +  Ях) (1 +  *а) ( і  + Х х )  '

Таким образом, сходимость К (Я) является следствием сходи­
мости /  (Я). Кроме того, положительная функция

Х-+

мажорируемая функцией
X

x ß (і +  ха) ' 

1
* *“+ß ’

интегрируема, ибо последняя интегрируема на [1, +  оо[ (по­
скольку a + ß >  1), и -

+ 00

0 < /С (Я) — J dx
*ßo +  *a)

+ 00

- ь

+  0О

Хх (XX
ß(l +  *“)(! +Хх )

< J Я dx
x“+ß-> (1 +  ix)

Полученная мажоранта является интегралом /(Я) относи­
тельно показателя а  +  ß — 1, который, по предположению, за­
ключен между 0 и 1. Тогда (в силу п. 2) при Л-*-О

+ 00

X Г dx
J (1 +  Яд:)

+ 00

~ я - я а+р- 2 |
о

dx
жа+р- 1 (1 +  х) ‘

Предел этой мажоранты, одновременно с пределом величины 
Яа+р-і, равен 0; таким образом, доказано, что

lim
XX) К

+0О

W - J  ■
dx

xß (l +  х а)
=  0. \
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4. Формула для суммы членов геометрической прогрессии 
позволяет записать

П
1 = _____!____ — V  (— +  ( — l)"—__ _

+  *" *a ( l + * - “) ^  1 ' +  * ; І +  лг“ ’
к— I »

» т
/ w  =  S (“ 1)fe' l J

ft=i 1

X  к а  d X

I +  Хх

4*оо
( - i r jJ (1 +  *“)(! +Лх)

dx.

Интегралы правой части этого равенства были изучены в п. 2 
(О <  ka ■< 1 ), и (последний) в п. 3 (0 <  ß =  па ^  1 ) ; отсюда 
следует, что при Я, — О

+ 00

( - 1)к-1 Х ~ ка

1 +  Хх dx — С ьХка- 1 (~ l)ft 
t — ka

если положить
+ 0О

dt
tka (I +  t)

кроме того, при Л, - > 0
4-00

I х ~ паdx
(1 + * “)(! +  Хх) J jc"a (l + * а) ’

4-00

J dx

а значит,

І ( Х ) - У с кХка — 1 ( - 0 *

I — ka

4-00
dx

xna(l +  xa) *

5. Если a = l / n ,  то в исследовании, проведенном в п. 4, 
изменится только то, что относится к интегралу

4 - 0 0  4 - 0 0

х ~ п а dx  г dxГ х ~ па dx  Г
J 1 +  Хх J1 +  Хх J x ( l + J U )  
1 1

=  —ln X -f- In (1 -J- Я){

при X —► О
+ 00

I
X па dx  
І + Х х +  \ п Х

стремится к 0 , и значит,
а—1 п-І

V“1 ( -о */  (X) —  2  С кХкПя~ 1) -  ( - 1 ) "  1 п Р 1 ^ 2
ft=i fe=i 1 -  k/n. *



5.37. 1. Сделаем замену kx =  t, не влияющую на сходимость 
интеграла; тогда

J dx =  j  U f - dt =  j  U p - dt +  J U p -  dt.
14 '  k l i  k U  1

Функция t -+ f ( t ) / t  интегрируема на [ku, 1], так как она, по 
условию, непрерывна и интегрируема на [1, +  °°[; следовательно, 
она интегрируема на [ku, +  °°[. Применяя предыдущий резуль­
тат для значений k =  b и k =  а, получаем

■+■ оо 

;
и

î(bx) — f (ах)
X

-f оо -foo au

bu au bu

2. Функция
x  /(fe-r) —  f (ax)

интегрируема на [0 , +  oo[, если интеграл от этой функции на 
[ц, -f- оо[ имеет предел при и -> 0 , т. е. если имеет предел интеграл

Если ы-> 0, то
В

bu

U) dt.

S (и) =  sup I f(t) - / ( 0 )|
t e  [au, bu]

стремится к 0  (непрерывность функции /  в 0) и
ии

S 1
bu

(0  -  f (0)
t dt <  S (и) dt

T
bu

При этих условиях, если « -> 0 , то

J  Ш  dt =  J  / ( 0) -у- +  J  і  -‘; , d t - » f ( 0 ) l n y ,f V ) - f ( O )

bu
H-oo

bu 
+ 00

Г f ( b x ) - f ( a x )  dx  =  Um Г 

J x и-* 0 "
f ( b x ) - f ( a x )  d x = = f ( 0 ) l n a^

°  ( U

3. ГІоказательная функция непрерывна на R; при ^->-|- оо 
произведение te4  стремится к 0 , поэтому существует такое t0, 
что

t > t 0^ t e - * <  1 #  ±j - < t2 ’



Следовательно, функция і - ^ е ~ хЦ интегрируема на [1,'+'оо[; 
функция і- уе~х удовлетворяет условиям, наложенным на функ­
цию / в п. 2. Таким образом, функция

t ->
интегрируема на ]0, +  оо[ и 

+ 00

е~ы -  е ~аі

1+о

в ^  —  р ^  п------ -,-------dt =  е° In -г- =  In ■t О

\

5.38. 1. Функция /  непрерывна, дифференцируема, и следо­
вательно,

/'(« ) =
и2 — ab 

2 и2
О V ab +  оо

+  ОО ОО

\ __  /
^  V  ab /

Обратная функция к / может быть определена только в том слу­
чае, если / — инъективная функция, а поскольку функция f не­
прерывна, то только в том случае, если она строго монотонна 
(см. Пизо и Заманский, Анализ, гл. Ill, 3-й раздел, § 2). Здесь 
необходимо сузить определение / на один из интервалов]!), У  ab\ 
или I V ab, +  оо[.

Сужение /і функции f на ]0, У  ab] имеет обратную функцию 
Фі, определенную на [ÿab ,  +  оо[ следующим образом:

и =  ф! {ѵ) — V —  У V 2 —  ab.

Сужение f2 функции f на \ У ab, +  оо[ имеет обратную функ­
цию ф2, определенную на том же полуоткрытом интервале
[ У ab, +  оо[ формулой _______

и — Ф2 {ѵ) — V +  У  V2 — ab.
2. Функция Ѳ->-ы непрерывна и строго возрастает на [0, іт/2]; 

она имеет производную, равную
du __ (b2 — а2) cos Ѳ sin Ѳ
dQ У a2 cos2 Ѳ +  b2 sin2 Ѳ

Обратная функция «-э-Ѳ непрерывна и строго возрастает на 
[а, Ь]\ она имеет производную, конечную на [а, b] и бесконечную 
в точках а ѵі b. Следовательно, замена Q-*-u переводит 7 в ин­
теграл на некомпактном интервале ]а, Ь[\ но этот интеграл схо­
дится, так как он получен при помощи замены переменного из 
итеграла от непрерывной функции на компактном интервале 
[О, л /2], а замена переменного сохраняет сходимость интегралов.



Легко видеть, что

cos Ѳ =  j / ^ b2- и 2

/
О

(а, Ь)=  J
sin Ѳ :

du

.. f  и2 —  а2 
: К  Ь2 — а2 ’

V \ь2 -  и2) {и2 -  а2

Взяв за новое переменное ѵ, мы должны различать два слу­
чая, в зависимости от того, будет ли иі^.  Y ab или ы ^  ab 
(в обоих случаях обратные к f  функции qn и <р2 имеют не одина­
ковое выражение). Согласно п. 1,

ъ  и —  У  abи — V +  е Y V2 — ab, где

отсюда

du ■■ eu dv
V2 — ab

I и — У  ab I

, ( b2 — и2) (и2 — a 2) =  — 4 m2 [(  a % Ь ) 2 — a 2] .

Y  ab Vab

Г .......- rf-U----  - =  f
J У (b2 —  и2) (и 2 —  a2) , J

dv

(a+b)ß 2 У ѵ 2 - а Ь у /Г

(e =  — 1)>
(a+ft)/2

f f
ï6 ji> '

+  dv

VTb . 2 У V2 — ab j / ~  ) —  o2
(e= l).

Окончательно, складывая полученные интегралы, получаем

B+w , «° ........=  /  ( VTb, ) ./<-,*)= J /[„•-„», f(ü±» )“-„>] 1 2
Yâb r / J

(Переход от переменного и к переменному ѵ переводит /  в ин­
теграл того же типа, но в котором а и b заменены на Y аЬ и 
(а +  Ь) / 2 как в пределах интегрирования, так и в подынтеграль­
ном выражении).

3. Мы показали, что І(а,Ь) — I (аи Ь\)\  по индукции легко 
доказать, что /(а , b) =  І(ап, bn), т. е.

Л/2

/ (а ,  & ) = J  d&
о Y а2п cos2 Ѳ +  b2n sin2 Ѳ

HO
Jt/2 Я/2

в» <  v 4 cos2 ѳ +  К  sin2 - £ - < / ( « ,  0) < J  - f .



Число I (а, b) заключено между двумя выражениями, имеющими 
общий предел я /2 /; следовательно, / (а, Ь) равно этому пределу.

5.39. 1. Простые оценки функции синус показывают, что

. 0 < / <  1 =Ф sill2 t

sin2 t 
- f T

- t2 ,2- a где 2 — a >  —1,

где a >  1.

Положительная функция
, sin21

у /

мажорируемая на интервалах ]0 , 1] и [1, +  оо[ интегрируемыми 
функциями, интегрируема на каждом из этих интервалов, а зна­
чит, и па ]0 , +  оо[.

2. Прежде всего заметим, что неравенства, которым удовле­
творяет функция ер, соответствуют значениям t/n ^  1 или 
t/n ^  1, т. е. t ^  п или t ^  п. Далее, имеем

О <  t <  п =# 

где ß >  — 1,

. t \ sin^ t
ф |7.) —

-  t2fl * O M JL

n ^  t =#> ф
t \ sin2 t

T 2-
K_ 
t2 *

Функции t^>-Mfi/tft h интегрируемы соответственно
на ]0 , п] и [n, -f- oo[; стало быть, интеграл абсолютно сходится. 

Используя исходные мажоранты функции |ф | и мажорируя
—р -  единицей для ^  1 и величиной l/t2 для остальных t, по­
лучаем

t \ sin2 t
ЧЧ7 t2 dt Г лJ ré

M f i dt ■■ M

n* 1 +  ß ’

n j t2-

П

1

+ 00

J Л )

t \ sin2 t dt

( M 1 -  ré 
! R ’

i-i
< M î

1 -  ß nß 1 -  ß

sin21
~~w~ dt

+ 00

< / ■

[ —  ln n, если ß =  1,[ n

%-dt — —  ^ Д - ,  так как ß < [ l .  
t2 n n$

Складывая эти неравенства, получаем:

ß <  t

если ß <  1, то I /„ I <  - j  ( - j -  +  т ^ -  +  Я) ;
ГГ \ 1 +  р I — р /

ü 1 . ,  I ^  M 1 .  M .  , Kесли ß =  1, то | / „ | < — --g +  —  1пл +  — ;



а поскольку ln « >  1 для п ^ З ,  то

3. Рассмотрим для t ^ O  функцию <рх:
ф* (t) =  f(x +  t) +  f (x  — t) — 2 f (х).

Эта. функция удовлетворяет условиям п. 2. Действительно,

ІФ* ( t ) \ < \ f ( x  +  t ) - f ( x ) \  +  \ f ( x - t ) - î ( x ) \ ^ 2 H t \

ІФ* ( t ) \ O f ( x  +  t)\ +  \ f { x - t ) \  +  2 \ f ( x ) \ ^ 4 s u p \ f ( u )  I;«e/î
эти неравенства совпадут с условиями п. 2 , если положить 

ß =  y, М — 2Я, /С =  4 sup I f(u)  |.
Н Е  R

Тогда, как мы уже знаем,

“V [т~ ~ 2  +  sup I /  (и) I ], если у <  1, п U — y ucer >

^ ( З Я  +  4 s u p |/(u ) |) ,  если у =  1; 
п user

HO
+ °°

ф x ( ± y - i ÿ i d t  =  Fn (x)-~Cf(x).  
о

Мажоранты, полученные для этой величины, не зависят 
от х\ поэтому, обозначив

Il g II =  sup I g (x) I,ІЕЙ
получаем

Il Fn -  Cf IK  ^ ( 7 3 ^  +  Il/II). есл и  y <  I,

І І ^ - С Л К - ^ ( З Я +  4Ц/Ц), если y — !•

В обоих случаях последовательность Ц/7,, — C/|| сходится к О, 
а стало быть, последовательность Fn равномерно сходится к Cf 
на действительной прямой.

5.40. 1. Напишем формулу Маклорена второго порядка:

І п (1 +  « )  =  «  — ^  . где"  с е = ] 0 , и{\

и ^ 0 = ^ с ^ 0 =#>0 <  с <  1,

ц - ^ < іп( і + М) < м= # 4 - ^ < 1 п ( 1 + т ) < 4 ;



отсюда сразу же выводим

> е-<! =ф0 <  (і +  ~ у П- е~(2 < e - t2(ei,/2n~  j.
/

111 мажорируется на [a, b\ числом Ѳ =  sup ( | a | , \ b\),  поэтому

sup
t(= |a, b]

o-t2 < е Ѳ*/2n _  i ;

отсюда следует, что левая часть этого неравенства стремится 
к 0 при ïi —>- -f- оо, и стало быть, последовательность функций

равномерно сходится на [а, Ь\ к функции t - ^ e ~ i2. 
Разложение бинома позволяет записать

( 1 + 4 Г > 1 + ' - £ = 1+ ' 2’
откуда

(і+тГ<<1 + '!г''
а выше было показано, что

2. Функция (1 -\-t2)~l интегрируема на [0, 4**°°[ и соглас­
но п. 1

0 < г - ‘2< ( і  + ^ у П< { \  + / 2) - 1,

чем обеспечивается интегрируемость на [0 , +  оо[ двух других 
функций. Кроме того, эти неравенства показывают, что

4* ОО 4 * 0 0  4 * 0 0

0 <  j dt — J  e~p dt <  j  (1 4 - f2) -1  dt — arctg-^-.
а а а

V
Если задано е >  0, то последнее выражение будет меньше 

е/2 при a > ( tg e /2 ) -1 . Пусть йо — число, удовлетворяющее это­
му условию. Мы знаем, что на замкнутом интервале [0, ао] по­
следовательность функций t - * ( ï t2ln)~n равномерно сходится 
к функции t ^ e ~ p, и следовательно,

«О «Ö

I e" 'dt='z S  (1+т)""<«>



т. e. можно указать такое N, что

п >  N =Ф
и  о

, + т Г ‘“ ~ І
e-* d t < j .

Складывая полученные неравенства, видим, что
+ од -|-оо

п >  N  =Ф J ( 1 +  dt — J e~t2 dt <  е .
о о

З а м е ч а н и я .  1°. Число ао не входит в окончательное нера­
венство; оно служит только для определения числа N.

2°. Значение числа N может быть уточнено, если заметить, 
что, на основании п. 1,

!+ -£ - )  — е~1Л dt < а0 sup [ ( l + - £ )  —11 > J 0<f <а„ L\ n } <

^  ( 41< a0[e
поэтому в качестве N можно взять корень уравнения

aoVe 0/ — 1J = - 2  .
а именно,

N

2 n
l);

4
2 ln ( 1 +  e/2a0) ’ 

однако, это ничего не меняет в доказательстве..

3. Сделаем замену /= ] /n c tg q p ; тогда
+ 00

1 +  dt =  — Y  n j* sin2" - 2 ф d<f =  Y  n I 2n- 2-
0 Я/2

Мы знаем (задача 5.29, п. 3), что

Іа — ] / " '2сГ ’
и значит, при а —> + о о

+ 00

J i m  / n / * . , - Н т | Л , / j TS5 - w = i ^ . =  j  e - d t .

5.41. Вычисляя интеграл, получаем



Функция (t, y)-+(t2 +  y) -1 имеет производные по у любого 
порядка, и п-я производная равна

{ - \ Г { п \ ) { ? + у Т п- х-
эта производная является непрерывной функцией от (t, у) на 
замкнутом прямоугольнике

О t ^  X,  0 ^  у х ^  у ^  у2.
Следовательно, функция fx бесконечно дифференцируема на 

любом интервале [у\,у\2] (доказывается индукцией по«), а значит 
(в силу того, что у\ и у2 — произвольные положительные числа 
]> 0 ), и для любого у >  0 , и

X

№ ( у ) * = ( - 1 ) п (п\) $ Ц * + у Г п~' dt. 
о

Приложение:
X

Ш  =  2 J
о

dt
Н2 +  У)3 ' /  =  ÿ /T (  1).

fi (у) =  y~'h arctg (у-Ц,

fi (у) =  — т У~% arctg (у -Ц  — \  •
1

Tî (У) — т  У~Ѵ' arctS (У~'Іг) + 4  у 2 (у +  1 )
2у+ 1

5.42. 1. Очевидно,
п - Г

2 </(</ +  1) ’
1 , J_

2  '  у 2 (у +  I F '
]_
4 ‘

А . ü  _1_ _L 4 . Al =  3jt _1_ . 
.4 4 ‘ 8 ‘ 8 J  32 ~

n— 1

P „  ( a )  == J J  ^  1  —  2 a  c o s  +  a 2 j  =  JJ ( a  —  eiknln) ( a  —  e-ik^ny
fc=0 fc= 0

P„(a) есть многочлен от a, нулями которого служат корни по­
рядка 2« из 1, причем каждый является нулем порядка 1, кро­
ме 1, имеющей порядок 2 , и — 1, не являющейся нулем для 
Рп (а); следовательно,

/>.(«) =  ( « * -

2. Среднее значение относительно разбиения [0, я] на « рав­
ных частей равно

п- 1
k n  , _.2 \Мп —  —  V  I n  (  1  —  2 a  c o s  — -  +  a :  n \  nk=o

=  — ln n

n— I

JJ ( l  —  2 a  c o s - ^ -  +  a :



1 / ( а ) =  lim М„ =  lim ^  ln [ f + J  С“2" ~  1)1 .
31 т і- > оо П~>оа п  L U T  ‘  .1

— /  (а) =  lim — ln
а  +

+  lim — ln I а2" — 1 I;tl ' 1n —b. r*-> •*>

ІП
а  +  1

не зависит от п, поэтому

а  —  1lim — ln„-b™ n a +  1
=  0;

I а I <  1 =#> lim I а2" — 1 [ =  1 =# lim — ln [ а2" — 1 | =  0,
rc ->  oo n  ->  оо ^

I а I >  1 =Ф I а2П — 1 I ~  а~п In | а2" — 1 | ~  In (а2")

=#> lim — ln I а2П — 1 I =  lim — In a-n — ln (а2).
П —b tlrt ^ fl rv-* Л

Следовательно,

3. Имеем 
д

да

I (а) — 0, если [ а | <  1,

7 ( а )  =  я 1 п а 2, если | а | > 1.

, , ,  о  I 2\ 2 ( а  —  cos х)In ( 1 — 2а cos X +  аЛ =  -— ^ т 
ѵ ' 1 —  2 а  cos X +  а 2

Производная есть непрерывная функция от (х , а) на замкну­
том прямоугольнике

0 ^  X ^  я, а! ^  а ^  а2,

если интервал [аі,аг] не содержит ни —1, ни 1. Тогда, как мы 
знаем, функция а ^ - / ( а )  дифференцируема для любого а, не 
равного ни 1, ни —1, и

Я= J - ^ - { l n ( l - 2a cos X +  а2)} =  21 (а).
о

Следовательно,
/(а ) — 0 , если | а | <  1, 

/(а ) =  -^-, если | а | > 1.



- f  0 0

Д а) =  |
О

«(1 +<2) - (1  - г - )
(1 +  а 2) (1  +  <2) —  2 а  (1 - Г 2)

2 dt
1 +  і'2 *

Рациональная дробь интегрируется разложением на простейшие 
действительные дроби; в данном случае имеем (поступая при 
этом так, как если бы переменным было і2)

!

а (1 ~М2)
а  —  1 

а  +  1 t2 +
1
1 —  а  \2 »

1 + a j
откуда, взяв примитивную, получаем

1 <“> =  і  [агс*8 '  -  arctS (' Т = £  )]0+ •

I “ I < 1 =* > 0 =» [агс‘8 (' тШь~ = f :̂ 7 '(“) ■= '».
I » I >  1 <  0 = К агСІ* ( '  4 ± i)]o+"  =  -  (a )-£ ■

5.43. 1. Исследуем поведение функции Тх от одного перемен­
ного а, определенную на [О, 1] формулой

TX (а) =  1 — 2а cos х +  а2.

Минимум трехчлена Тх(а) достигается при a  =  cosx из замк­
нутого интервала [О, 1], поскольку 0 ^  х ^  я/3, и равен sin2 я. 
Максимум достигается на одном из концов интервала; но

Г,(0) =  1, Тх (1) =  2 — 2cosx =  4sin2-| <  1, если

Стало быть, для любого (а, х) из прямоугольника 0 ^  a  ^  1,
О ^ X < я/3,

sin2 X ^  1 — 2 a  cos X +  а 2 ^  1.

Отсюда, в силу неравенства 2 — 2cos х >  0, получаем

sin2 X 1 — 2a cos X 4- a 2 -  1
2 — 2 cos x '  2 — 2 cos x  ^ 2  — 2 cos x

Кроме того, ^
2  —  2  COS X =  T x ( 1) ^  sin2 X =#> t;--- ^ ^  - :-1, ,* 4 7 ^ 2 — 2 cos x ^  sin2 x

sin2 X
~2~— 2 cos x  - c o s 2T > T , так к а к О < х < з .

2. Рассматриваемые функции отрицательны; изучим их абсо­
лютные значения, т. е. им противоположные, которые ставят в



In- 1 и ln 1
sin л: _ 2 — 2 cos х

На полуоткрытом интервале ]0, я/3] имеем

4 - In ~ ^  In ^  'п 2 2 — 2 cos * sin X ^

(относительно последнего неравенства см. задачу 4.39).
Функция In (я/2х) = —1п(2х/я) интегрируема на ]0, я/3], 

ибо если 0 < у < 1, то 1п(2х/я). =  о(х~ѵ) при х —»0. Стало 
быть, функции X -> ln sin X и X -> ln (2 — 2cos х) интегрируемы на 
]0 , я/3], а так как вторая непрерывна на [я/3, я], то она интегри­
руема на ]0 , я].

3. Мы можем записать

/(< ■ > - '< ! )=  J  ■" ( ' - 7 J L  » + ц  <-> - Ц  о .
+о

если положить
я

І х (а) =  J ln (1 — 2а cos х +  а2) dx.
X

Результаты п. 1 позволяют оценить сверху первый интеграл 
для X <. я/3; именно,

J  In ( 1 ~ 2” '20SC0* +  a2)dx  <  J i n  ( ^ )  dx =  2 /  ln(sinx)rfx 
+ 0 +0 +0

Интеграл К сходится; значит, по определению,

lim
х->о

X

1 ln (sin х) dx — lim
х-»о

я /3  я /3

I  ln (sin х) d x — j  ln (sin x) dx
- + 0  X

— 0 .

Если задано e >  0, то, по определению предела, найдется такое 
конкретное значение Х0> для которого абсолютное значение пер­
вого интеграла меньше е/2. На прямоугольнике

_1_
2

<

Й”о ̂  X я
функция (а, х) -> In ( 1 — 2a c o sx  +  a 2) непрерывна; следова­
тельно, функция а-> /х„ (а) непрерывна (Пизо и Заманский, 
гл, IV, 4-й раздел, § 2 ), и значит, найдется такое т] > 0 , что

| а — 1 I <  "П =ф>| /х „ (а )  — /х „ (1 ) I <  - j .



Возвращаясь к выражению 1(a) — 1(1), видим, что

|а  — 1 I <  л=ф| /  (а) — / ( 1 ) К

1 — 2а cos X +  Дг 
2 — 2 cos X dx +  | / j r . ( 0 ) - / j r . ( l ) l < 8 ,

т. e. что функция а - > / ( а )  непрерывна в точке 1. (Еще раз за­
метим, что выбор Хо делался для определения rj =  s u p |a — 1 |, 
но непосредственно в заключении не фигурирует). Итак:

/ ( 1) =  lim /  (а) = 0 .
а-> I

4. По определению /(1),
31 31

(1) =  I* In ^4 sin2 d x — J* 2 j l̂n-2 +  ln ^sin - | - j j  dx — 0, 
+ 0  + 0

JlI" ln ^sin -Ç}dx =  — я ln 2 .
+o

Сделав замену x/2 =  t, a затем я/2 — t =  u, получаем
я  я /2J In ^sin dt =  2 J \n (sin t)dt =  — я1п2,

+o
я/2

+0 
Я /2-0J In (sin t) dt — J ln (cos и) du =  — y  ln 2 .

+0 о
5.44. 1. Функция

l->e~xt sin t

стремится к 1 при t -*  0, и если положить ее в 0 равной I, то 
получим непрерывную функцию на [0 , +  оо[; следовательно, 
функции f n полностью определены.

Функция

интегрируема, поскольку ее абсолютное значение мажорируется 
интегрируемой функцией е~х1, и

+ 0О
sin t
~Т~ dl

+ 00

<  f e~xldt =  - .
J  Xо



что

lim /„ (X) =  lim
оо гс-> °о

П

I e~xt
+  О 0

о

sin t 
t dt =  / (x).

И, наконец, поскольку установлено, что |/ (х ) | ^  \/х, то / стре­
мится к 0 при х-> +  00•

2. Покажем, что / дифференцируема, изучая последователь­
ность производных f'n функций тем самым будет доказана и 
непрерывность /.

Функция
■ (5 Г sin t '
'-» а Г Р  ~ г \ e~xt sin t

непрерывна на замкнутом прямоугольнике
О t ^  п, X, ^  X ^  х2

для любых Х\ и х2; стало быть, функция /„ дифференцируема на 
]0 , +  оо[ и имеет производную, равную

f'n (х) =  J —■ e~xt sin t dt.

Интеграл вычисляется без труда при помощи примитивной:

X +  «e -xte it — e ~ xte ‘ ‘ V =  e~xt (cos t +  i sin t)
— e~xt sin / = ̂ t_ xt X sin t +  COS t У

X2 +
cos t p
i J ’

tr , s Г vt X sin t +  COS t ]'* X sin n +  cos n
in (X) =  [e-*‘ x2 41-,- - jo -  g-"«....... -x-2-+--|--------*2+1

+ 1

I

Для исследования сходимости последовательности f'n заме­
тим, что

X sin n +  cos n 
x 2 +  1

< e ~ nx * t  <  2e-n\X2 +  1

Функция x ^ e ~ nx убывает; значит, если jc0 >  0, то

fn (х) + 1 + х 2 ^  2е~пх\  Vx  œ  [х0, +  оо[.

Последовательность функций fn равномерно сходится на 
[Хо, +  оо[ к функции

Л  X2 +  1 ’

но тогда, как известно, функция / дифференцируема на 
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[*0> +  °°[ 
равна

как предел последовательности /„,

/ '  (*) =  Игл f'n (X) =  —  - р

и ее производная

Для любого X >  0 ей можно поставить в соответствие такое 
х0, 0 <  х0 <  X, чтобы выполнялся предыдущий результат. Таким 
образом, функция / дифференцируема при любом х >  0 , и

Функция f есть примитивная для стремящейся к 0 при 
х-> оо; следовательно,

f{x) =  j  — arctg л:.

\

/



ОТОБРАЖЕНИЯ R В Rp, Rp В R ИЛИ R \  С В С.

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ДВОЙНЫЕ И ТРОЙНЫЕ
ИНТЕГРАЛЫ

Задачи опираются на свойства, изложенные в главах V—IX книги III 
«Курса математики» Ш. Пизо и М. Заманского.

Хотя теория вектор-функций, т. е. отображений Rp в R или R1, и имеет 
многочисленные геометрические приложения, все же в этом разделе пред­
ставлены лишь задачи из анализа. Это не означает, что автору этой книги 
геометрические задачи представляются лишенными интереса. Дело только 
в том, что внимание, которое уделяется им в курсах математики, разносто­
ронне, и если бы мы захотели тщательно излагать геометрию, то потребо­
валось бы значительное утяжеление этого задачника без особой пользы для 
многих студентов. Наконец, элементарные геометрические задачи почти 
сразу же сводятся к задачам анализа и не представляют особых трудностей 
для студентов, усвоивших программу алгебры и анализа, составляющего, 
впрочем, существенную часть курса математики.

Прежде чем перейти к конкретным свойствам, небезынтересно под­
черкнуть аналогии, существующие между теоретическими фактами, относя­
щимися к пространству R и к пространству R p. Основные теоретические 
свойства пространства Rp одинаковы с R (такие, как теоремы Бореля—Ле­
бега, Больцано—Вейерштрасса); свойства пределов и непрерывных функций 
тоже будут почти идентичны (например, определение пределов сходящихся 
последовательностей, равномерная непрерывность функции, определенной и 
непрерывной на замкнутом ограниченном множестве). Однако имеется и 
существенное различие: отношение порядка играет важную роль в свойствах, 
относящихся к R (например, монотонные функции), в то время как про­
странство Rp не является упорядоченным множеством (равно как и поле С 
комплексных чисел).

Существование трех норм в Rp не создает усложнения, ибо эти нормы 
эквивалентны, и следовательно, безразлично, какая из этих норм берется для 
исследования предела или для записи равномерной непрерывности. В R все 
три нормы сводятся к абсолютному значению; стало быть, норма в Rp 
является обобщением абсолютного значения в R и часто используется именно 
в этом смысле.

Для того чтобы выяснить, является ли дуга спрямляемой жордановой, 
часто оказывается полезной следующая теорема. Дифференцируемая вектор- 
функция, имеющая в качестве производной ограниченную функцию, опреде­
ляет спрямляемую жорданову дугу. Спрямляемые жордановы дуги играют 
важную роль в теории двойных интегралов, ибо представляют собой плоские 
множества нулевой меры.

Для отображений Rp в R или в Rp чрезвычайно важным является 
понятие дифференцируемости, и свойства дифференциала используются очень



часто. Для вычисления дифференциалов применимы классические правила: 

d (А/ +  pg) =  Я d f +  р dg, d( fg)  =  g df  +  / dg, 
d n \ 8 d f - f d g  

\ ë  I ë 2
Основная теорема о сложных функциях: суперпозиция двух дифферен­

цируемых функций дифференцируема, и ее дифференциал есть суперпозиция 
двух дифференциалов (инвариантность дифференциала при замене пере­
менных). Эта теорема позволяет также вычислять частные производные 
сложной функции, поскольку они служат коэффициентами дифференциала. 
Используется и следующий результат: если частные производные некоторой 
функции являются непрерывными функциями в окрестности рассматривае­
мой точки, то функция дифференцируема в этой точке.

Для изучения локальных свойств функции (пределы, относительный 
максимум и т. д.) удобнее представить формулу Тейлора в следующем виде. 
Если / имеет непрерывные частные производные до порядка п включи­
тельно, то

+  ••• +

ѵ і ш
Z à o xh hk I +  g n (X, H ) [ V ( H ) ] \

где функция H- +gn  (X,H)  стремится к 0, когда H-*- О (V {Н) означает лю­
бую из трех норм).

Отображение ( - + е и пространства R в С определяет изоморфизм адди­
тивной группы действительных чисел по модулю 2я и мультипликативной 
группы комплексных чисел с модулем 1. Вообще, удобнее пользоваться пока­
зательной функцией, чем тригонометрическими (дифференцирование и фор­
мулы сложения имеют более простой вид).

Если U — дифференцируемая функция, а Г — жорданова дуга с кон­
цами X, и Х2, то

J dU =  U ( X 2) - U ( X j ) .  
г+

В частности, если Г замкнута, то интеграл 
равен нулю. На плоскости формула Ри­
мана часто позволяет установить, что кри­
волинейный интеграл

J  P dx +  Q dy
г

обращается в нуль на любой спрямляемой замкнутой жордановой дуге Г; 
но при этом существенно, чтобы в области D, состоящей из Г и внутренних 
к Г точек, функции P, Q и их производные дРІду и dQjdx были непре­
рывны.

Когда вычисление двойных интегралов производится посредством двух 
простых интегрирований, скажем, сначала по у, а затем по х, то необходимо 
в каждом случае найти пределы интегрирования, которые, вообще говоря,, 
задаются просто неравенствами, определяющими область интегрирования. 
Однако с целью проверки рекомендуется все же начертить контур области 

' интегрирования (рис. 18); пріг интегрировании по у переменное х постоянно, 
и пределами интегрирования служат ординаты у\ и у2 концов отрезка !х 
с абсциссой X, содержащегося в D (или же отрезков, если граница области D



•пересекается параллельно к Оу более чем в двух точках). Пределы а и Ь 
при интегрировании вдоль к также сразу видны на чертеже: это концы 
проекции области D на Ох. Если интегрировать сначала вдоль х, то рас­
суждение аналогично, но только рассматривается отрезок /„.

В двойном интеграле при замене переменных еще более, чем подынте­
гральная функция, упрощения требует область интегрирования; самой про­
стой следует считать прямоугольник. Наконец, нельзя забывать при замене 
переменных умножать па абсолютное значение якобиана.

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

6.01. Отображение /  пространства R2 в R имеет вид
/ ( 0 , 0 ) =  0 ,

f(x,  tj) =  xy-x~ yy, -, если (х, у) ф  (0 , 0).

1. Показать, что функция f дифференцируема всюду, кроме, 
быть может, точки (0 , 0 ), и вычислить ее дифференциал.

2. Показать, что функция f дифференцируема в точке (0, 0) 
и ее дифференциал равен нулю.

3. Показать, что функция f имеет в каждой точке вторые 
частные производные f ly и f'yX, и вычислить значение этих про­
изводных в точке (0 , 0 ).

Объяснить, почему из -полученного результата следует, что по 
крайней мере одна из частных производных fly и f lx не будет 
непрерывной в точке (0 , 0 ).

6.02. Ищутся действительные функции f, непрерывные и диф­
ференцируемые в области X >  0 пространства R2 и удовлетво­
ряющие уравнению

X д[_
дх ■ + У ^  =  о- (Е)

1. Показать, что уравнению (Е ) удовлетворяют: 
функция ф, определенная формулой ф(х, у) =  yfx, а также 
функция g о ф, где g — непрерывное и дифференцируемое

отображение R в R.
2. Показать, что других решений, кроме указанных в п. 1, не 

существует.
6.03. Исследуются отображения / пространства R2 в R, имею­

щие непрерывные производные первого и второго порядка, удо­
влетворяющие уравнению

аГ* +  2ЬПу +  сП* =  0.
1. Сделаем замену переменных

( е )

и — х- \ -ту ,  V =  х пу,
где т и п  — различные действительные числа. Тогда функции f 
соответствует функция F:

F (и, ѵ) = F { x  +  ту, х +  ny) =  f  {х, у). (Е) 
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Показать, что если / имеет непрерывные частные производ­
ные порядков 1 и 2, то тем же свойством обладает и F; выразить 
частные производные от / через т, п и производные от F и со­
ставить уравнение (Е ), которому удовлетворяют частные произ­
водные функции F.

2. Показать, что если Ь2 — а с >  0, то можно выбрать т и п 
так, чтобы уравнение (Е) имело вид F'uv =  0 . Охарактеризовать 
решение / уравнения (е).

3. Показать, что если Ь2 — ас — 0, то можно выбрать т и п  
так, чтобы уравнение (Е ) имело вид /ѵ .=  0. Охарактеризовать 
решения f уравнения (е).

4. Показать, что если Ь2 — ас <  0, то можно выбрать числа 
т и п так, чтобы уравнение (Е ) имело вид F'û* +  F'k — 0. (В этом 
случае не требуется характеризовать функцию /.)

6.04. 1. Любой действительной функции <р, определенной и 
дифференцируемой на области D a  R2, не содержащей точку 
(0, 0), ставится в соответствие функция Ф:

Ф(г, 0) =  qp(rcos0 , rsinO),

определенная на области А, удовлетворяющей условию 
(г, Ѳ )е Д Ф (г  cos Ѳ, г sin Ѳ) œ  D.

Показать, что функция Ф дифференцируема, и выразить Ф'г 
и Фѳ через <р*, q^, г и Ѳ, а также выразить срі и ц>'у через Ф'г, 
Фѳ, г и Ѳ.

2. Пусть функция / определена и имеет непрерывные част­
ные производные первого и второго порядка на области D а  R2 
не содержащей точку (0 , 0 ), и пусть ей, как и в п. 1, соответ­
ствует функция F, определенная на области А, связанной с D 
соотношением

F {г, Ѳ) =  / (г cos Ѳ, rsinO),

Показать, что функция F имеет непрерывные производные 
первого и второго порядка и, применяя формулы п. 1, доказать, 
что

А/ =  г* +  П> =  F"i +  A f F%1 +  J  Fr.

Выяснить, существуют ли функции f ,  зависящие только от 
X2 + у2 и являющиеся решением уравнения

Д/ =  #  +  #  =  0 .
6.05. В этой задаче предполагаются известными результаты 

предыдущей задачи.
Полярными координатами точки X — (х , у, г ) в R3 назы* 

ваются такие числа р, Ѳ, <р, что
X =  Р COS ф  cos Ѳ, у =  р cos <р sin Ѳ, z  =  psin<p.



1. Показать, что если точка X принадлежит дополнению со 
до R3 множества точек, определяемых условиями х =  у =  О 
(т. е. если X не является точкой оси Ог), то она обладает един* 
ственной тройкой полярных координат, удовлетворяющих нера­
венствам

Обозначим через Р точку (р, Ѳ, ср) из R3, определенную, таким 
образом, через £2 — множество всех таких точек Р, и через Т — 
отображение £2 в со, определяемое как X =  Т(Р).

2. Убедиться в том, что отображение Т есть композиция 
ТіоТ2 отображений Ту и Т2, определенных соответственно как

Воспользоваться предыдущим замечанием и результатами 
задачи 6.04, чтобы выразить

через р, Ѳ, ср и частные производные функции F — /о Т. (Предпо­
лагается, что функция / определена, непрерывна и имеет непре­
рывные частные производные первого и второго порядка.)

Найти функции /, зависящие от единственного переменного 
X2 +  у2 ̂ - z 2 и являющиеся решением уравнения

6.06. Пусть действительная функция / определена на области 
D из R n. Всякий вектор X из R" может быть задан своими коор­
динатами {х\, х2, . . . ,  хп) относительно базиса а векторного про­
странства Rn\ тем самым каждому базису а соответствует функ­
ция fa:

Относительно другого базиса ß пространства R" вектор X 
имеет координаты (у у, . . . ,  уп), и существует, как известно, та­
кая обратимая матрица Р — (Pi,j), что

р >  0, -  f  <  Ф <  у , 0 <  Ѳ <  2я.

Г,: x =  rcos0 , г/ =  г sin Ѳ, 
Т2: г =  р cos ф, Ѳ =  Ѳ, z =  р sin ф.

А /=  /£  +  /£  + /г’

А/ =  fx2 +  fyi +  /г2 — 0.

fa (Xy, . . ., Xn) =  f(X).



1. Показать, что если функция fa дифференцируема в точке 
X, то функции fß, отнесенные к другим базисам, тоже диффе­
ренцируемы в точке X, и что

dfß dfa
dy\ öx,

• =  ‘P ■

dfß dfa
dyn dxn

2. Показать, что если матрица Р ортогональна, то вектор F% 
с координатами d f j d x г- относительно базиса а и вектор Fß с ко­
ординатами dfß/dyi относительно базиса ß совпадают.

Если брать только ортонормированные базисы в R n, рас­
сматриваемом как евклидово пространство, то можно, следова­
тельно, функции / в каждой ее точке, в которой она дифферен­
цируема, поставить в соответствие вектор, называемый градиен­
том функции f в этой точке.

3. Показать, что дифференциалы dfa, dfß, . . .  суть не что 
иное, как выражение одной и той же линейной формы df на R n 
относительно базисов а, ß, . . .  Отображая сопряженное к R n 
пространство в Rn (рассматриваемое как евклидово простран­
ство), при помощи скалярного произведения вновь получить ре­
зультат п. 2 .

6.07. Рассмотрим векторное поле в R3, а именно, каждой 
точке М с координатами х, у, г относительно базиса а отнесем 
вектор Sм с координатами X, F, Z относительно того же базиса 
а. Допустим, что функции X, Y, Z дифференцируемы.

Относительно другого базиса ß точка М и вектор имеют 
координаты и, V, w и U, V, W, определенные при помощи обра­
тимой матрицы Р соотношениями

1. Показать, что если f есть функция точки (x,y ,z) ,  а /  — 
функция точки (u,v ,w),  то композиция функции f и линейного 
отображения р с матрицей Р имеет вид

( ! 'и Ш = = ( Ш 'г ) Р ,

и вывести отсюда, что
/  U'u U'v U'w \  /  Х'х Х'у Х 'Л

5 ( 5 ж ) =  Ѵ'и П  Ѵ'ш П  Y'y Y'Z \P  =  P - 1A ( S M)P.
w ;  w 'v  w j  \ z ’x z 'y  z ’J



2. Вывести из предыдущего результата, что 
X'x + Y 'y +  Z'z =  U'u + V 'v +  W'w.

Можно ли без вычислений получить другие инварианты?
6.08. Обозначим через Г дугу окружности с концами А и В; 

точки М дуги Г будут определяться параметром і, которым мо­
жет служить длина дуги AM.

1. Показать, что площадь треугольника АМВ  (где М — про­
извольная точка на Г) будет наибольшей, если М равноотстоит 
от А и В.

2. Пусть в дугу Г вписана выпуклая ломаная АЛ1,М2. . .  М пВ 
из п +  1 звеньев; при этом допускается совпадение соседних 
вершин.

Показать, что площадь выпуклого многоугольника АМ\М2...  
. . .М„В  имеет максимум, достигаемый по крайней мере для од­
ной ломаной. Пусть это будет А Р \ . . .  РпВ.

3. Показать при помощи результата п. 1, что ломаная 
АР\Р2.. .  РпВ — правильная.

6.09. Говорят, что действительная функция /, определенная 
на множестве Е из Rp, имеет в точке Х0 максимум (минимум), 
если существует такой шар ß  с центром /Y0, что

X € = B ( ] E = $ f ( X ) ^ f ( x  о) ( /№ > /№ ,) ) ;  >

говорят, что функция имеет в Ло экстремум, если она имеет в 
этой точке максимум или минимум.

1. Показать, что если функция } имеет в точке ЙГ0 экстре­
мум и имеет в этой точке частные производные, причем множе­
ство Е содержит некоторый шар с центром Х0, то все частные 
производные функции / обращаются в точке .Yo в нуль.

Показать, что эти условия не являются достаточными, рас­
смотрев для этого функцию ф, определенную в Rp соотноше­
нием

Ф(*„ . . . .  хр) =  х \ +  . . .  + *» .

2. На множестве Е то^іек (х, у) е  R2, удовлетворяющих 
условию — n ] / 6 ^ x ^ a ] / 6 , рассматривается функция /:

/ (х, у) =  ^  +  / б а 2 — X2 cos у (а >  0).

Показать, что / имеет внутри Е непрерывные частные про­
изводные любого порядка, и найти точки, в которых частные 
производные первого порядка обращаются в нуль.

Записав формулу Тейлора порядка 2 в окрестности одной 
из этих точек Х0, показать, что функция / имеет или не имеет 
экстремум в зависимости от того, будет ли величина



строго отрицательной или строго положительной (случай ра­
венства нулю не рассматривается), и применить этот результат 
к различным полученным точкам.

3. Исследовать, имеет ли функция f экстремум в точках, не 
удовлетворяющих условиям из п. 2 (можно сделать замену 
/ =  / б а 2 - * 2).

6.10. Пусть U и V — действительные функции, определен­
ные на области D из R2, и пусть функция U строго положи­
тельна. Поставим в соответствие этим функциям действитель­
ные функции Р и Q и комплексную функцию /, определенную 
следующим образом:

f ( z ) = f ( x  +  Су) =  U (X, у) еіѵ <*• ѵ) =  Р (х, у) +  iQ (*, у).
1. Для того чтобы f была дифференцируемой функцией пе­

ременного z, необходимо и достаточно, чтобы функции Р и Q 
были дифференцируемы и' чтобы

P'x =  Q'y, Ру = — Q'x,
или чтобы функции U и V были дифференцируемы и чтобы 

'u'x =  UV'y, U'y =  - U V ' x .
Вывести отсюда, что функции P, Q, ln U и V удовлетворяют 

уравнению
ф"> +  =  0.

если они имеют непрерывные частные производные второго по­
рядка.

2. Используя задачу 6.04, найти такие функции /, чтобы 
модуль функции /(г) был функцией только модуля 2 и не зависел 
от аргумента.

6.11. Пусть 2 есть заданное комплексное число.
1. Исследовать сходимость последовательности г2 при

I 2 I =7̂= 1 -
2. Показать, что если 12 j =  1, то для сходимости последова­

тельности z2 необходимо и достаточно, чтобы

arg 2 =  -^- (г и s — целые).

6.12. Напомним, что дробно-линейные преобразования И, 
оставляющие инвариантным множество Е чисел с модулем 
< 1, имеет вид

Z =  еіа z — z0
1 —  Z 0 Z

(а — действительное, | z0 1 <  1)

(см. задачу 2.17). Определенную таким образом дробно-линей­
ную функцию обозначим через H( a , Zo ) .

1. Найти о&раз точки 2о при отображении H(a,Zo) и при­
менить результат для доказательства того, что преобразование



Я, переводящее точку z0 в точку Zo, может быть определено 
следующим образом:

Я — [Я (0, Zo) ] - 1 • Я (а, го) или .
1 —  Z „ Z  1 —  ZqZ

2. Показать, что функция Я (а , г0) дифференцируема, и вы­
числить ее производную dZ/dz. Найти значение производной 
при г =  г0.

Вывести из п. 1 и п. 2, что
I dZ  I _  I dz  I 

1 -  I Z  I2 — 1 -  I г I2 -
3. Каждой точке ( x , y ) ^ R 2, для которой x2 у2 <i 1, ста­

вим в соответствие комплексное число г =  х +  іу и определяем 
на этом множестве метрику, принимая за длину дуги кривой Г 
значение криволинейного интеграла

f \ d z \
J i . - |z |*  •г

Вычислить длину I отрезка прямой, соединяющего точку 
(0,0) с образом числа z =  геІѲ ( г < 1 ) .  Показать, что длина 
любой дуги Г с теми же концами больше, чем /.

Заданы две точки М\ и М2 с аффиксами z x и г2 ( | z i | <  1, 
|г 2| <  1); показать, что существует, и притом только одна, дуга 
минимальной длины, имеющая концами эти точки.

6.13. Пусть В — замкнутая область плоскости R2, опреде­
ленная следующим образом:

(s, t) е  В, если I / К ! я.
1. Доказать непрерывность в каждой точке области В сле­

дующего отображения / области В в поле С комплексных чисел:

=  7 7 3 -р  если (s, t)¥=(0, 0 ),
/ ( 0 , 0 ) =  1.

2. Пусть g — отображение пространства У? в С, определен­
ное формулой

Я

g (s) =  J f  (s, t) dt.
о

Показать, что функция g непрерывна и стремится к 0, когда
S —» о о .

3. Показать, что функция g дифференцируема всюду, кроме, 
быть может, точки 0 , и найти для g '(s) выражение, не содер­
жащее интегралов. Можно воспользоваться тем фактом, что f  
зависит от s и от / только через величину s +  it.



4. Показать, что функция g дифференцируема в 0 и что 
производная g' непрерывна.

Доказать, что
+ 00
J g ' (s )ds  =  — g ( 0 ),
о

и сравнивая это с определением g{0), получить значения инте^ 
тралов

+ 00 Я/2

J  ln (sin /)dt.
о

6.14. Пусть

где
Р {х, у)

(ù =  P(x, y)dx +  Q (х, у) dy,

(Злг2 -  у2) (** +  у2) „  ,Л _  (Зу2 -  ж2) (к2 +  у 2)
х2у * У ) ~  ху2

1. Показать, что на области D, определенной условиями 
X >  0 и у >  0, функции Р и Q непрерывно дифференцируемы 
и что дР/ду =  dQ/âx.

2. Найти функцию U на D, имеющую дифференциал, рав­
ный (О.

3. Вычислить значение криволинейного интеграла J  ю, где
г

дуга Г определяется условиями

0 ^ ^  у , x =  £ +  cos2/, у == 1 +  sin2/.

6.15. Обозначим через ср отображение R2 в R и положим

Р(х,  У) =  у [ 1 +
Ф (X, у) 
X2 +  У2 . Q(x, у) =  — д: [і + Ф (*. у) 1 

X2 + у2 J *
1. Для того чтобы выражение Р(х, y)dx  +  Q(x, y)dy  было в 

окрестности заданной точки (лг0, у0) Ф  (0 , 0 ) дифференциалом 
функции U, имеющей непрерывные частные производные пер­
вого и второго порядка, необходимо, чтобы функция ф имела 
непрерывные частные производные, удовлетворяющие урав­
нению

х Т 7  У) +  У У) +  2 (*2 +  У2) ^  °- ' (£)
2. Пусть г, Ѳ, Ф заданы соотношениями

x =  rcos9, г/ =  г sin Ѳ, Ф(г, 0) =  ç (rco s9 , rsin9).
Найти функции Ф, соответствующие решениям ф уравнения 
(Е), либо непосредственно, либо через уравнение (Е') , преоб­
разованное из (£).



3. Пусть функция ф определена на дополнении й  точки 
(0 , 0 ) до R2 формулой

Ф  ( * ,  у ) =  —  ( X 2 +  у2) +  х г £ у  •

Найти функцию U, дифференциал которой в окрестность 
точки (1,0) равен P ( x , y ) d x Q ( x , y ) d y .  Можно ли указать 
функцию Uо, дифференциал которой был бы равен P(x,y)dx  +  
+  Q(x,y)dy  на всем множестве й?

6.16. Вычислить двойной интеграл

J /  ( х2 +  У2) dx dy

на области D, заданной условиями

у >  0, 4  +  4 1 < 0

(а"и b — положительные постоянные).
З а м е ч а н и е .  Этот интеграл дает значение момента инер­

ции однородной треугольной пластинки с единичной плотностью' 
относительно вершины.

6.17. Вычислить интеграл

I- J J x d x d y ,

где область С есть круг х2 +  у2 — 2х
6.18. Вычислить интеграл

0 .

/ =  J J X Y 1 — X2 — у 2 d x  d y ,

где область D задается условиями
* > 0 , у > 0 ,  *2 + г /2< ; і .

6.19. Пусть заданы три действительных числа a s ^ X o ^ b  и 
функция /, определенная и непрерывная на замкнутом интер­
вале [a, b].

1. Вычисляя двойной интеграл двумя различными спосо­
бами, показать, что

j  du (  J  (и — v)n f ( v ) d v \ =  J — f ( v) dv-
X, 'x, /  X,

2. Показать, что функция

1
(и -  1)1

X

j* (л: — о)'1-1 }{v) dv



служит примитивной порядка п для функции /. Возможны 
2 способа:

а) использовать результат п. 1,
б) непосредственно вычислить производную от этой функции.
6.20. Вычисляя двумя различными способами интеграл

/ = / / e-<W> dx dy,
D

распространенный на соответствующую область D, показать, 
что

( а \ 2  я /4J е~х* dx =  J (1 - e-“2/cos» в)
о / о

6.21. Найти объем ц тела D, определенного как

где а и Ъ — строго положительные действительные числа.
6.22. 1. Вычислить интеграл

/ = J J J (х2 + у2 +  г2) dx dy dz
s

по области S вида
х > 0 ,  у > 0 ,  0 , х2 + г /2 +  г2 < 1;

для этого можно сделать следующую замену переменных: 
X =  р cos cp cos Ѳ, у  =  р cos ф sin Ѳ, z  =  р sin ф.

2. Вычислить интеграл

/  =  J J j (x2 +  y2 +  z2) dx dy dz
E

по области E вида
x > 0 , y >  0 , 2 > 0 , +  +

{a, b, с — действительные строго положительные числа).
6.23. 1. Вычислить интеграл

/ д =  J  j  е-(*2+»г) dx dy
D

по области D вида
х > 0 ,  у >  0 , х2 + г /2< / ? 2.



Выразить двойной интеграл

Ja —  J J е~{хЧУг) dxdy
д

по области А вида

через простой интеграл
а

К (а) =  J  е~р dt.
О .

2. Сравнивая IR и Ja, получить для К (а) миноранту и 
1 мажоранту.

Показать, что интеграл
+ 00 

о
сходится, и вычислить его значение.

6.24. 1. Показать, что криволинейный интеграл

J* е~хЧуг [cos (2ху) dx +  sin (2ху) dy\ 
г

по любой спрямляемой замкнутой жордановой кривой Г равен 
нулю.

2. Записать выражение предыдущего результата для кон­
тура прямоугольника со сторонами

X =  О, X  —  а, у =  0 , у =  Ь

(а и b строго положительны).
3. Показать, что интеграл

+ 00

J  е~х> c o s  2&Х dx
о

сходится, и вычислить его значение, зная, что

о
(доказано в предыдущей задаче).

6.25. Пусть / г есть криволинейный интеграл

J Р (х, у) d x + Q  (х, у) dy
г



по жордановой дуге Г, а Я и Q — функции, определяемые фор­
мулами

е-у
р  (х> у)  =  ’x T f ï j*  (* Sin л: —  X/ c o s  х),

е~уQ (х, у) =  х2 +  2 (х c o s  х +  у s in  х)

на дополнении точки (0,0) до R2.
1. Показать, что если Г — замкнутая дуга, не содержащая 

внутри точку (0 , 0 ), то / г =  0 .
2. Пусть Г — полуокружность С с центром 0 и радиусом R, 

лежащая в полуплоскости у ~ ^ 0 и пробегаемая в положительном
направлении. Показать, что тогда

У,

Г

s A

-R -Г 0 Г R X

/с =  J e~R sin ѳ c o s  (R c o s  Ѳ) dQ

и что / с стремится к 0 или к 
л, когда R стремится к -f-oo

рнс |9 3. Пусть контур Г состоит
из полуокружностей С і и Сц 

с центром 0 и радиусами г и R, расположенных в полуплоско­
сти у ^  0, и из двух отрезков [—R , —r] и [г, Я], соединяющих 
концы этих полуокружностей (рис. 19).

Вывести из предыдущих результатов, что интеграл
+ 00

р sin t dt

сходится, и вычислить его значение.

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

6.01. 1. На дополнении £2 множества (0,0) до R2 функция 
f является рациональной дробью с отличным от нуля знамена­
телем; следовательно, она непрерывна и имеет частные произ­
водные, причем

f'x (X, у) =  у
X4 +  4 х2у2 — у* 

(х2 +  у2)2 fy (X, у) =  X
X4 -  4х !у 2 -  у4 

(X2 +  у2)2 '

Эти частные производные определяют два непрерывных ото­
бражения £2 в R, и стало быть, функция / дифференцируема 
на £2 (Пизо и Заманский, Анализ, гл. VII, 2-й раздел, § 1) и

,с X4 Н- 4х2у2 — у4 , ; *4 — 4х2у2 — у 4 ,
df У (х2 у2)2 d x х Іѵ2 j_ „2\2 dy.(X2 + у 2)2



2. В данном случае
/ (0 , */) =  0 / '  (О, 0 ) =  О,
f i x ,  о) =  о#£(о , о) =  о.

Поэтому, если / дифференцируема в точке 0, то ее диффе­
ренциал равен 0 ; значит, для доказательства существования 
дифференциала необходимо, в соответствии с определением, по­
казать, что существует функция ср, имеющая в точке (0 , 0 ) пре­
дел, равный 0 , и такая, что

І/(*. У) — Ц0, 0) I =  I / (лг, г/)| =  ф(х, у ) { \ х \  +  \ у  |).
Сразу же получаем искомый результат, так как

І/(* . У ) \ < \ Х \ \ У \ < - І Х ] ' 1 ІУІ)2 +  |у | ■

3. На П функции fx и / ' являются рациональными дро­
бями, и значит, непрерывны и дифференцируемы; в частности, 
существуют производные f"y и fyx, это рациональные дроби, 
т. е. непрерывные функции; они равны между собой.

В точке (0,0) необходимо сделать исследования:
Гх (о,  y )  =  - y ^ f " y (о, о)---- 1,
fy (0 . *) =  * . # / - (  0, 0) =  1.

Производные fxy и f yx в точке (0,0) не равны между со­
бой; а если бы они были непрерывны в (0 , 0 ), то они были бы 
равны (Пизо и Заманский, Анализ, гл. VII, 1-й раздел, § 4). 
Стало быть, по крайней мере, одна из производных не будет 
непрерывна.

6 .02 . 1. Рациональная функция ф непрерывна, дифференци­
руема на области х  >> 0 , так как знаменатель отличен от 0 , и

*L(x и) = ---- —дх У) X2 ’
дф
ду (х, У) —

<3ф
дх

г <?ф
+  У-І І о.

Точно так же, суперпозиция £оф двух дифференцируемых функ­
ций дифференцируема и

d (g ° ф) == (g ' ° ф) йГф.
Поэтому частные производные

(£ '° Ф )-^  и (g'°  ф ) | | -

удовлетворяют заданному уравнению. 
2 . Сделаем замену

( и = х ,  ( х =  и,

і - Н » - \



(определив тем самым биективное отображение области х >  О 
на область и > 0 ) .  Тогда х и  у будут дифференцируемыми 
функциями от и и ѵ\ следовательно, то же самое имеет место и 
для функции F:

F (u, v) =  f (и, иѵ),
dF __ df дх . df ду __ df , у df 
ди ' дх ди ' ду ди дх х ду

Если f есть решение уравнения (Е), то производная dF/du 
равна нулю, и F является дифференцируемой функцией одного 
переменного ѵ:

f (х, y) =  F ( j j  =  (F ° <p) (х, у).

Итак, получены единственные функции, которые и были 
указаны в п. 1.

6.03. 1. Рассматриваемая замена определяет обратимое ли­
нейное преобразование Т плоскости R2 в себя; х и у — линей­
ные функции от и и V,  имеющие непрерывные частные произ­
водные по и и V любого порядка. Тогда теорема о дифференци­
ровании сложных функций позволяет утверждать, что F =  
=  f о Т~х имеет непрерывные частные производные того же по­
рядка, что и /, и, в частности, порядка 1 и 2 .

Продифференцируем теперь по х и по у равенство

f(x, y) =  F(u, v)\
получаем

ï'x =  n <  +  F y x =  F'u +  F'v,

Гу =  П “у +  П К  =  " <  +  пП-
Применяя эти правила вычисления к производным, находим 

&  =  (F'u +  F'v) +  ^  (F'u +  П ) =  FL, +  2F'm +  FL,, 

f"xy =  m A -  (F'u +  F'v) +  n {F'u +  Fl) =  mFb + ( m  +  n) F"lw +nF%,, 

Î", =  m {mF'u +  nF'v) +  n -|j- {mF'u +  nF'v) =

=  m2F^  +  2 mnKo  +  n2F%K

Итак, преобразованное из (e) уравнение (E) имеет вид
[а +  2btn +  cm2} FL? +  2 [a +  b {m -f  n) +  cmn] FL0 +

+  [a +  2 bn +  en2) FL, =  0 .

2. Если b2 — ас >  0 и с ф  0, то в качестве т и п  можно 
взять нули трехчлена а +  2ЬХ +  сЛ2; тогда коэффициенты при



F'û1 и F# в уравнении (Е) обращаются в нуль, а коэффициент 
при F'ûv отличен от нуля:

а +  b (ni +  п) +  стп =  а +  b c- j  = 2  - с- J  -  Ф  0 .

При таком выборе чисел т и п уравнение (Е) сводится 
к уравнению Fûv =  0 , решение которого определяется соот­
ношением

F (и, v) =  g(u) +  h(v),
или

/ (X, y) =  g  (Х +  ту) +  h (х +  пу),

где g и h — произвольные дифференцируемые функции.
Если с — 0, а ф  0, то для того, чтобы получить предыдущий 

результат, достаточно переставить местами х  и у (полагая и ■= 
=  тх +  у, ѵ =  пх +  у).

Если а =  с =  0, то уравнение (е) принимает вид fxy =  0, 
и его решение имеет указанный выше тип; следует лишь и, ѵ 
заменить на х, у.

3. Пусть Ь2 — ас — 0. В качестве т возьмем двойной нуль 
трехчлена а +  2ЬК +  сК2. Тогда

а +  2bm -f  cm2 =  0 , а +  Ьт =  0 , Ь-\-ст =  0 ,
Ѵп ф  т, а +  2Ьп +  сп2 ф  0 .

Уравнение (Е ) сводится к уравнению F'^ =  0, решение кото­
рого определяется соотношением

F (и, v) =  g(u)-\-vh(u),
и при п =  0

î (X, y) =  g(x  +  ту) +  xh(x  +  ту),
где g a h — произвольные функции, имеющие непрерывные про­
изводные первого и второго порядка.

Единственным исключением является случай b =  с =  0, 
когда трехчлен а +  2bk -j- сК2 не имеет нулей. Тогда уравнение 
(е) имеет вид =  0 ; в этом случае

f (X, у) — g (у) +  xh (у).
4. Для того чтобы (Е ) было уравнением указанного типа, 

необходимо и достаточно, чтобы
, 2 Ь

а +  2bm +  cm2 =  а +  2 Ьп +  сп2, пг-\-п с >
а +  Ь(т +  п) +  стп — 0 ^  ' _  2ьг — аста ,

поскольку т — п Ф  0 и с ф  0 (в противном случае было бы 
Ь2 — ас ^  0 ).
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Полученная система имеет единственное решение, так как
(т +  п)2 Ьг — (2Ь2 — ас) __ ас -  Ь2 ^  п

4  т п —  С2 —  с*

6.04. 1. Обозначим через Х  =  ( х , у )  и U — (г, Ѳ) элементы 
пространства R2, а через g — отображение области Д в D, опре­
деляемое как

(х, у) =  (г cos Ѳ, г sin Ѳ) =  g (г, Ѳ), или X =  g (U).
Отображение g дифференцируемо; функция Ф =  ср0 g, будучи 
композицией двух дифференцируемых функций, дифференци­
руема, и
е?Ф =  ф' (X) [dr cos Ѳ — г sin Ѳ ctö] +  <р' (X) [dr sin Ѳ +  r cos Ѳ dQ] —
— [ф' (X) cos Ѳ +  ф' (X) sin Ѳ] dr +  г [— ф' (X) sin Ѳ +  ф' (X) cos Ѳ] dQ.

По определению, коэффициенты при dr и dQ равны Фr{U), 
Фѳ (£/), т. е.
Ф' (и ) =  Ф* U ) cos ѳ +  Фу (X) sin ѳ. 

фѳ W) =  '  [— W  sin Ѳ +  Фу Ш  cos ѳ] ^

ф;  (X)  =  Ф; (£/) cos Ѳ -  Ф' (U),
фф

ф; (X) =  ф; (U) SiпѲ +  ^ - Ф '( £ / ) .

2. Функция / дифференцируема вместе со своими первыми 
производными (она имеет непрерывные вторые производные) ; 
значит, функции F — f ° g ,  f'x ° g и f' ° g дифференцируемы (g 
определена в п. 1) и, как известно (формулы п. 1, в которых 
X заменяется на g(U)),

К  (U) =  ( / '0 8) (U) cos ѳ +  (/; о g )  (U) sin Ѳ,

К  (V) = r [ -  (f'x ° §) (U) sin 9 +  (fy 0 ê) (U) cos Ѳ].
Все функции в правой части дифференцируемы; следовательно, 
функции Fr и Fq дифференцируемы, что позволяет применить 
результаты п. 1 для вычисления вторых производных.

Мы уже знаем, что

f'x (X) =  F'r (U) cos Ѳ — F'e (U),

î'y (X) == F'r (U) si nQ +  ^ F ' ^ U ) .

Чтобы получить вторую производную f " , (X) ,  применим ре­
зультат п. 1 к двум функциям:

ф (X) =  f'x (X), Ф (U) =  F'r (U)  cos Ѳ -  F'b (£/);



получаем
Î*  W  =  Cf'x (X)  =  cos ѲФ; (U) -  ^  Ф' ( £ / )  =

=  Fb (U) cos2 Ѳ -  2 sin- er,---- 77e (£/) +  7$ (£/) +

+  F  (U) +  2 -i!!lPsos..0. /?/ ((/).

Точно так же получаем

W  =  -§ï  { Q  №  -  Sin Ѳ £  [f ; Sin Ѳ +  я ]  (t/) +

+  П Г  Ж  [F'r sin Ѳ +  ^  ^ѳ] (t/) =

=  Fh (U) sin2 Ѳ +  2 -sin --r-?se- Fk{U) +  , - ï ÿ i  F’& (U) +

+  Fr (U) -  2 1ІПІ£2ІІ n{U)t

A ! =  f t  (X ) +  /" (X)  =  F" (U) +  ±-Fb{U) +  ±; F'r (U).

Функция F =  f ° g  должна зависеть от одного перемен­
ного г, и поэтому должна удовлетворять дифференциальному 
уравнению

d2F . 1 dF _  I d ( dF \ 
dr2 ^  r dr r dr V dr ) 0>

dFr ^ r = ^ a ^ F { r )  = a l n |  r |+  ß,

f(x,  z/) =  a in ( y rx2™+™ÿ2" ) + ß,

где a и ß — произвольные постоянные.
6.05. 1. Сразу же получаем

р  =  Y  X2 +  у2 +  2 2, ф  =  arcsin у .  

Наконец, Ѳ определяется двумя уравнениями:

cos Ѳ =  — -— , sin Ѳ =  —^— .
р  COS ф  р  COS ф

Эти уравнения совместны, так как

cos2 ф +  sin2 ф = х2 + у2
р 2 COS2 ф р 2 -  2 2

Следовательно, существует число Ѳ, единственное с точностью 
до кратного 2л, удовлетворяющее этим двум уравнениям, т. е. 
единственное в пределах 0 ^  Ѳ <  2я.

2. Замена в уравнениях, определяющих Ти г и г, на их вы­
ражения через Ѳ и ф сразу же показывает, что Т — Тх °Т2.



Рассмотрим сначала функцию h =  f°T \ \  имеем 

h (г, Ѳ, z) =  f{r cosO, rsinO, z).

При дифференцировании по z функции h u f  рассматри­
ваются как функции одного переменного z ; тогда преобразова­
ние Тх становится тождественным; h дважды дифференцируема
ПО 2  И

Если г постоянно, то функция f является отображением R2 
в Р, а отображение Ті совпадает с изученным в предыдущей 
задаче; тогда, как известно

Г* W  +  %  <X) =  а?, (U) +  -jr h" (и ) + ±  a; (U),

где U означает точку (г, Ѳ, z) из Р 3; прибавив к этому равен­
ству (X) =  Н"г (£/), получим

А/ U ) =  Г', (X) +  f" (X) +  f" (X) =

=  h", (U) +  ±  h" (U) +  ~  K  (U) +  h"2 (U).

По определению функции F,

F =  f °T  — f °{Tx°T2) — {f °Tx) °T 2 =  h ° T 2,
или

P(P) =  P(p, Ѳ, <p) =  A(pcosq>, Ѳ, p sin cp) =  h (U).

При дифференцировании по Ѳ функции h а F рассматри­
ваются как функции только этого переменного; тогда Т2 пре- 

# вращается в тождественное преобразование, и

Рѳ (Р) =  /гѳ (U), Pô'* (Р) =  А$ (U).

Если зафиксировать Ѳ, то преобразование Т2 становится 
отображением R2 в R2, изученным в задаче 6.04, и

h'h (U) +  кЪ (U) =  F£ (P) +  ±  F’!f  (P) +  j  Рр (Р),

К  (U) =  F'p (Р) cos cp -  Р£ (Р);

складывая эти соотношения, окончательно получаем 

A f (X) =  Р£ (P) +  Pô' (P) +  p  P$> (P) +  I  P' (P) _  рф (P).



Если f есть функция, зависящая только от х2 4- у2 + ' z2, то 
функция F зависит только от р и является решением дифферен­
циального уравнения

d?F_ _і_ JL É L  —  J _  J -  ( 2 dF \  _ n .
dp2 p dp p2 dp V dp j  ’

P2
dF
dp =  a=#E(p) =  - | -  +  ß,

f  (x, y, z) =
V  X* +  У2 +  Z2 P.

где a  и ß — произвольные постоянные.
6.06. 1. Обозначим через р линейное преобразование с мат­

рицей Р. Отображение р пространства Rp в R p дифференци­
руемо и композиция /р =  fa, ° Р двух дифференцируемых отобра­
жений тоже дифференцируема; по теореме о дифференцирова­
нии сложных функций,

d fß   ѵ ч  d f a  d X j   ^  d / а

d y , 2 u  d x .  d y , d x , ‘
/ '  i 1

Следовательно, производные dfÿ/dyi являются линейными ком­
бинациями производных d f jdx j ,  и общий член матрицы преоб­
разования равен Рц — Рц, т . е. это транспонированная к Р, 
матрица Ф.

2 . Если матрица Р ортогональна, то Рг1 — Ф:

d f jd x i  получаются из dfß/dyj при помощи той же матрицы пе­
рехода Р, что и Хі из I/,•; стало быть, это координаты одного и 
того же вектора F относительно базисов а и ß.

Если рассматривать в Rn только ортонормированные ба­
зисы, то матрицы перехода Р будут ортогональны; все векторы 
Fa тождественны, а вектор F, определенный таким образом (че­
рез любой вектор Fa), зависит только от функции f  и не зави­
сит от выбора базиса а.

3. Дифференциал dfa есть линейная форма вектора dX, 
имеющего относительно базиса a  координаты dxù координа­
тами этого вектора dX относительно базиса ß будут такие dyh 
чтобы матрицей перехода от dy} к dx{ была матрица Р.

Известно, что дифференциал df$ =  d(fa ° р) получается за­
меной dxi их выражениями как функций от dyjt т. е. чтобы для 
любого вектора dX было dfa — d/p; линейная форма вектора



dX, определяемая через dfa или d/ß, будет одна и та же, 
а именно, линейная форма df, соответствующая функции / и не 
зависящая от выбора конкретного базиса.

Если а  — ортонормированный базис в евклидовом простран­
стве, то линейная форма а имеет вид

a ( X ) = î l alxl =  (A, X ),
і= 1

если А — вектор с координатами щ относительно базиса а. Ра­
венство а (Х )=  (Л, X), полученное путем использования коор­
динат относительно базиса а, не зависит от этого базиса; ото­
бражение а - * А  сопряженного пространства в само простран­
ство есть изоморфизм векторного пространства.

Применяя этот способ к линейной форме df, видим, что соот­
ветствующий вектор F имеет относительно ортонормированного 
базиса а  координаты d f jd x ù  тем самым снова приходим к ре­
зультату п. 2, т. е. вектор Fa, координаты которого относи­
тельно ортонормированного базиса а равны dfjdxi ,  не зависит 
от рассматриваемого базиса а, а зависит только от функции /.

6.07. 1. Это есть, с точностью до транспозиции, результат 
п. 1 предыдущей задачи (полученный в результате применения 
дифференцирования сложных функций) :

)='р  j °
Приіѵгеняя предыдущий результат к функциям X, Y, Z а 

к композициям X, ?, Z функций X, У, Z и Р, получаем
Х'и X' xZ Х'х Ху Х ’г
у '1 и У1 V Ÿ w = Ух Г у Уг
7 ' 7 'V Z'w Zx Zy Z'z

По определению U, V и W,
X и и X Ut X't
У =  р V => V =  р - 1 Ÿ V't =  р~' Ÿ't
Z W W Z W't Zt

Полученные уравнения после замены t на и, v, w эквива­
лентны следующим:

U'u U'v U'w X'u X'v X'w
B (SM) = Vu V'v V'w =  p - ' Vu Ÿ'v K

W'u W’v W’w Z'u Z'v Z'w
=  P - 'A ( S M)P.



2. Матрицы B(SM) и 4 (5 ^ )  подобны; следовательно, они 
имеют один и тот же характеристический многочлен; коэффи­
циенты характеристических многочленов матриц B ( S M) и 
Л (5 Ж) равны. В частности, равенство коэффициентов при чле­
нах второй степени дает

U'u +  V'v +  W'w =  X'x +  Y'y +  Z'z.
Можно получить и другие инварианты, записывая равен­

ство коэффициентов при членах первой степени и нулевой; в 
частности, последнее уравнение имеет вид

det В (SM) =  det A (SM).
6.08. 1. Высота МН, опущенная на AB, имеет наибольшую 

длину, когда М лежит на перпендикуляре к середине от­
резка AB.

2. Определим точку Alj через длину st дуги AMt. Для того 
чтобы ломаная была выпуклой, необходимо и достаточно, чтобы

\J ^  о |  0 2  ^ ^  ^  Ь
где через і обозначена длина дуги AB. Площадь многоуголь­
ника АМ\Мг.. .  МпВ есть функция переменного s =  (si,s2. ••• 
. . . , s „ ) ,  определенная на области D, описанной указанными 
выше соотношениями. Эта область ограничена, ибо содержится 
в брусе 0 ^  S{ ^  /. Она замкнута, ибо ее точка накопления о, 
будучи пределом последовательности s{k)=(s[k>.........эле­
ментов из D, имеет координаты Оі, являющиеся пределом по­
следовательности s[k), и

I ‘-у  U  ^  (J

следовательно, а является элементом из D.
Площадь треугольника АМ{МІ+1 есть непрерывная функция 

криволинейных абсцисс st и s ,-+1 вершин М,- и Мі+и и значит, 
является непрерывной функцией от s; площадь многоугольника 
АМ\Мі . . .  М пВ, будучи суммой предыдущих площадей тре­
угольников, будет непрерывной функцией / от s.

Функция /, определенная и непрерывная на ограниченной 
замкнутой (компактной) области D, ограничена и достигает 
своей верхней грани 5, а именно, существует по крайней мере 
один многоугольник А Р и . . . .  РпВ, площадь которого равна 5.

3. Рассмотрим три последовательные вершины Я,_ь Р{, Рш  
предыдущей ломаной. Если М — точка други Л _іРі+1, то пло­
щадь многоугольника

АР і . . .  Р і- іРіРш  . . . В
должна быть не меньше площади многоугольника А Р і . . .  
. . .  Рі-\МРі+і . . .  В\ но площади этих многоугольников равны 
сумме площади многоугольника ч

А Р і . . .  P i- iP i+ i  . . . В



и площади треугольника Р і - \ Р і Р і + \ в  первом случае, и тре­
угольника Р і_ іЛ1Яі+і — во втором. Максимум площади тре­
угольника Рі- хМРі должен получиться, когда М есть точка Л ; 
а тогда, как известно из п. 1, Рі равноотстоит от Р,_і и Рі+1.

В проведенном рассуждении индекс і произволен; следова­
тельно, все стороны ломаной АР\Р2. .. РпВ равны между собой.

6.09. 1. Пусть ии . . . ,  ир — координаты точки Хо. Отобра­
жение

X i - > f ( u u  . . . ,  U i —I, X i ,  u i + i ,  . . . )

имеет экстремум при Хі =  и,', оно определено на некотором ин­
тервале, содержащем и{, и дифференцируемо в щ\ следова­
тельно, его производная обращается в этой точке в нуль (ре­
зультат, известный для функций одного действительного пере­
менного), т. е.

(̂ і> •••» U{—1> U/i ^i + i» •••» ~дзс̂  Ĉ o) 6 .

В точке Xo =  (0 , . . . ,  0) все частные производные функции ф 
обращаются в нуль, но в этой точке нет ни максимума, ни ми­
нимума, поскольку для любого Хі >  0

Ф(— хи 0 , . . . .  0 ) <  0 =  ф (0 , . . . ,  0) <  ф (лгі, 0 , 0).

2. Функция х - + У б а 2 — х2 бесконечно дифференцируема 
для I X I <  а 1/ 6 ; функции X —► х2/4а и у  —»■ cos у бесконечно диф­
ференцируемы; значит, функция /  тоже бесконечно дифферен­
цируема, и

=  * — (6а2 — cos у] , - § i ==~  s in « /j/6 a2— х2;

1/ 6^  X2 внутри Е не обращается в нуль; dfjdy равно нулю 
при sin у — 0 ; учитывая периодичность функции f относительно 
у, рассмотрим только случаи у — 0 и у — я. Приравнивая нулю 
дЦдх, получаем 6 решений:

X =  0,
(1), 1 Г

= 0 ,
(2),

y  =  o, l y  =— JXj

x = ±  a Y 2,
(3), { * ■

= ±  a У~2, (4).
y  — o, 1 s * = n,

Формула Тейлора порядка 2 в окрестности точки Хо =
=  (и,ѵ), в которой частные производные функции f равны , 
нулю, имеет вид
Д/ =  / (и +  h, V +  k) — f  (и, v) =

^  =  h %  (Х0) +  2hkf"y (Х0) +  k2f", (Х0) +  (h2 +  k2) a (h, k),



где функция а стремится к 0 при (h ,k)—*(0 , 0 ); если положить 
h — cos Ѳ Y  h2 +  k2, k — sin Ѳ У  h2 +  k2,

то получим
Af =  (h2 +  k2)\f" (X0) cos2 Ѳ +  2f"y (X0) cos Ѳ sin Ѳ +  f" (X0) sin2 Ѳ +

+  a (A, k)] =  (h2 +  k2) [q (Ѳ) +  a {h, A)].
Если <7(Ѳ) ^  m >  0, то найдется шар В с центром Х0, на ко­

тором |a(À, А) I <  m; на этом шаре А />  0 , и значит, имеет ме­
сто минимум.

Точно так же, если q ( Q ) ^ M < Z . O ,  имеет место максимум. 
Наконец, если q ( Q )  принимает строго положительные и 

строго отрицательные значения, то не будет ни максимума, ни 
минимума.

Эти три случая соответствуют следующим:

\ п ,  W  -  (*») п .  (*„) <  0 . Г,  м  >  0 .
[К, (*„)Г -  п  (Хо) Г, (Х„) <  0. f;, (х„) <  О,
V:,(x,)f-n(x,)f 'AXè>o.

В изучаемом здесь частном случае имеем 

ГхЛХ) =  -  (6a2 -  x2)~m cosy] -  *2 (6 а2 -  х2)~3/2 cos у,

f"y (X) — X (6 а2 — х2)~'!г sin у, 

f", (X ) =  — cos у (6 а2 — х2)',г.

Следовательно, для четырех рассматриваемых случаев по­
лучаем:

1) * =  0 , у =  0, 6 =  a l / 6 ( i - - J T ) > 0 .
Экстремума нет.

2) х =  0, у  =  п. і  =  - а \ Г Ц ±  +  - ± г ' і<  0.

fyi (о, гі) — а У  6 ; минимум.

3) х = ± а Ѵ  2, у =  0, ô =  — у  <  0,

f"г (Х0) =  — 2а <  0 ; максимум.

4) х =  ±  а У  2, у =  п, ô =  — <  0,

fy2 (Х о) =  2а >  0 ; минимум.

3. Предыдущее исследование не может быть применено 
к точкам с абсциссой х = ± а У 6 ; в этих точках f принимает



значение 3/2. Функция / принимает одинаковые значения в точ­
ках (х, у) и (—X, у); поэтому достаточно исследовать эту функ­
цию в окрестности точки (а Y  6 , у о ) .  Сделаем замену / — 
=  |/б а 2— л:2 и будем рассматривать только положительные зна­
чения /:

А/ =  -  +  t cos у  =  / (cos у — j.

Так как сомножитель / положителен, то Д/ имеет знак выраже­
ния cos у — //4а, т. е. тот же знак, что cos уо, если cos уо ф  0; 
тогда

—• у  <  уо — 2 ял <  у  Ф  cos уо >  0 ; минимум;

у  <  г/о — 2 /гл < -^-=#cos г/о <  0 ; максимум

(в обоих случаях экстремум будет нестрогим, поскольку для 
X =  ±  a Y 6 функция / постоянна). _

Если уо — л/2 +  ял, то в любой окрестности точки ( а Ѵ 6 , г/о) 
отношение (cos y)/t  принимает произвольные значения, а выра­
жение cos г/ —(//4а) — значения противоположных знаков, по­
этому в этой точке нет экстремума.

Внутри Е имеются пять точек, в которых / имеет экстремум; 
во всех точках отрезков границы множества Е, кроме точек 
с ординатой, равной одному из чисел л/2  +  ял, функция / имеет 
экстремум.

6.10. 1. Если f дифференцируема, то, по определению, суще­
ствуют такие постоянные А и В и такие действительные функ­
ции ф и ф переменного (Ах,Ау),  имеющие в (0,0) предел 0, что

А/ =  АР +  i АQ =  (Л +  іВ) Az +  [ф (Ах, Ау) +  /ф (Ах, Аг/)] | Az | ,
откуда после замены Az на Ах ф  і Ау получаем, что, для того 
чтобы / была дифференцируема, необходимо и достаточно, 
чтобы

АР =  А Ах — В Ау +  ф (Ах, А у) Y  Ах2 +  Ау2,
AQ =  В Ах +  А Ау +  Ф (Ах, А у) ]/ Ах2 - f  А у2,

т. е., в соответствии с определением дифференцируемости, чтобы 
Р и Q были дифференцируемы и чтобы коэффициенты их диф­
ференциалов (т. е. частные производные) удовлетворяли урав­
нениям

А =  Р'х (х, у) =  Q'y (X, у), В =  ~  Р'у (X, у) =  Q'x (X, у). (1)
По определению функций Р и Q,

Р (х, y) =  U (х, у) cos [Е (х, у)], Q (х, у) — U (х, у) sin [V (х, у)].
Если U и V дифференцируемы, то дифференцируемы и Р и Qi
обратно, если Я.и Q дифференцируемы, то функция

U(x, у) =  V Р2 (хг у) ф  Q2(x, у) ,



дифференцируема, а значит, дифференцируемы функции cos V 
и sin V, откуда следует, что функция V дифференцируема.

В точке (хо, уо), где функции U и V принимают значения 
U0 и Ѵо, по правилам вычисления дифференциалов получаем

df =  d P +  i dQ =  dUeiVa +  iU0etv> dV =  eiv (dU +  iU0 dV).
С другой стороны, для того чтобы f была дифференцируемой 
функцией от z, необходимо и достаточно, чтобы

df =  ( А +  іВ) (dx +  i dy) =  eiV' (A ' +  iB') (dx +  i dy).
(Для удобства вычислений полагаем А +  іВ =  eiv« {А' +  iB').)

Итак, для того чтобы функция f была дифференцируема, не­
обходимо и достаточно, чтобы были дифференцируемы функ­
ции U, V и чтобы

= ^ х ( хо’ У0)= и оѴу (хо> Уо)> В — U у (х0, y0)—UaVx (*о> У о)’ (2)
Дифференцируя почленно уравнения (1), получаем 

Р* (*. У) =  Qlx (х, у), -  Ру. (х, у) =  Qxy (х, у).
Непрерывность производных Q'yX и Q"ÿ влечет

Qyx (X, у) =  Qxy (X, у) ==> PX1 (X, у) =  Руі (х, у).
То же самое доказательство годится и для функции Q. Для 

функций U п V достаточно заметить, что ln U и V удовлетво­
ряют тем же уравнениям, что и функции Р и Q.

2. Нахождение функций ф, зависящих только от х2 +  у2 и 
удовлетворяющих уравнению ф"г +  ф'', =  0 , было сделано в за­
даче 6.04; применяя этот результат к функции in U, получаем

ln [U (х, у)] =  а In W & T 7 )  +  ß =$>U (X, у) =  е* (х2 +  y2f l\  
Функция V определяется теперь, исходя из ее дифференциала: 

dV =  V'x d x + V ' y d y =  - ± . U ' d x  +  ±-U'xdy =  a - % ~ yytdx ,

V (х, у) =  а arctg +  Ѵ0,

и, если положить z =  х +  іу =  гею, то
/ (г) =  е^гаеш еІѴі' — Сгаеш ,

где через С обозначено число еРеіѵ*.
В частности, если а — целое, то f{z) =  za.
6.11. 1. Имеем \z2 | = | z |2 и 2п >  п. Следовательно,

I z I <  1 =#> I г 2" I <  I z Г и l im |z |n =  0,
откуда

Ііщ г2” =  0 ;
I z |>  1 = ^ |z2"| >  I г Г и 1 іш |гГ  =  + о о ;



отсюда
lim I z2" I =  +  00»

т. e. сходимость не имеет места.
2. Если г2" имеет предел I, то 

m  =  l i m U 2 r t |  =  l ,  l  =  \ i m z 2n+i lim [z<2")]2 =  /2.
Оба эти условия влекут 1— 1.

Последовательность un =  z2 — 1 сходится к 0; значит, на­
чиная с некоторого номера р, | ип | будет меньше Ѵг- По опре­
делению,

1 +  ия+1 =  z2n+l =  [z2*]2 =  (1 +  «n)2=> и„+, =  ия (2 +  «„); 
отсюда
и > Р = Ф І « я К ^ - :=̂ |2  +  м» І ^ 2  —  | и „ | >

>  у . #  I и„+і I >  у  I ип I :#  I ия I >  (4 )" " Р| ир 1. 

Тогда условие | и „ | ^ у  влечет

{ |и РІ < ( 4 ) в” Р(у ) .  V n < p } #  I | =  0=Ф| ия | =  0, Ѵ п > р ,

z  есть корень порядка 2п из 1 (п — целое, п ^ р ) ,  и в  частности, 
корень из 1 порядка 2Р, так что

arg z = 2 k n
~ W 2Р- ■ я.

Это необходимое условие сходимости последовательности будет 
также и достаточным, поскольку оно влечет г2І> =  1, а стало 
быть, z2 =  1 при п~^р.

6 .12. 1. Преобразование Я (а , 2о) переводит z0 в 0. Компози­
ция Я (0, Zo) о Я  оставляет инвариантным множество Е и пере­
водит 20 в 0, т. е. является преобразованием Я (а, 20):

Я  (0, Z0) о Я  =  Я (а, го) =ф Я =  [Я (0, Z0))~l о Я (а, 20).
Совпадение образов точки z при Я  (a, 20) и H(0,Z0) ° H  запи­
сывается следующим образом:

еіа г г° _ Z Zp
1 —  z 0z  1 —  Z 0Z

2. Рациональная дробь Z дифференцируема, и
d z . _  І а  l - U o l »

dz e ( l - z 0z)2 '
В частности, если 2 =  20, то

. 1
l - U o l2 *



Если преобразование H (a , z 0) переводит г в Z, то, как мы 
видели в п. 1, образ U числа и при Н (а , г 0) может быть опре­
делен соотношением (в котором z и Z играют роль 20 и Z3 
из п. 1)

U --  Z la  и — zV = --------= — =  е 'Р ------------- .
1 -  ZU  1 — zu

Приравнивая друг другу дифференциалы от ѵ, получаем

dv 1 I z  I2
(1 -  z u Y dU . — I z г

(1 -  zu)2
du,

после чего, задавая и значение z, получаем
dU ,:fi du ч I dU I __ I du |

l - \ Z \ 2 ~ ~ e l - \ z \ 2=?  \ - \ Z \ 2 ~~ l - | z | 2 ’

что и дает с точностью до замены обозначений (dil  и du на dZ 
и dz) искомый результат.

3. Для рассматриваемого отрезка у имеем z =  tew, где 0 ^  
^  t ^  г, a z =  X Д- іу, следовательно,

I I dz  I 
1 - 1*

Г

Уравнение другой кривой Г будет иметь вид z =  ре’ш, где р и 
со — функции одного и того же параметра і\ в этом случае

dz =  dp еш +  г'р еш da  =# | dz \ — Y dp2 +  P2 dco2.
Длина этой кривой минорируется следующим образом:

I У  dp2 +  р2 dco2 ІФІ
1 — р2

dp
1 -  р2 =  І ІП

1 +г

Длина дуги не изменится, если подвергнуть ее точки преобра­
зованию, определенному для их аффиксов соотношением

Z =  H{a, z) =  eia- ^ ~ ,
ибо, как показано в п. 2 ,

\dZ\  _  I dz I 
1 — IZ I2 l - | z | 2*

Переводя теперь преобразованием H(Q,Z\) точку Z\ в О, 
а 2г — в Z2, возвращаемся к предыдущему случаю, т. е. кривая 
Г' минимальной длины, имеющая своими концами образы то­
чек 0 и Z2, представляет собой отрезок Z =  tZ2, и значит, кри­
вая Г минимальной длины с концами М\ и М2 (рис. 20) опре­
деляется соотношением

fz . —  t f L z2i 2 (* — д е й с т в и т е л ь н о е , 0 < / < l ) .



А поскольку t — действительное неотрицательное число, то 
аргумент выражения ^  ’ Равно как и аргумент выражения

zZyj'z  ’ будет постоянным, т. е.

arg Д  =  arg (z — z x) — arg | г

=  {Öx, М хМ) — (Ох, MiM) =  (М[М, MiM).

Zl

Следовательно, точка М лежит на окружности у, проходя­
щей через точку М х и точку М\ (см. рис. 20 ), получаемую из 
нее инверсией относительно окружности с центром в О и радиу-

Если (s ,/ ) -*(0,0) в R2, ■ 
в С, и (дифференцируемость

сом 1. А так как точки М х и М2 
равноправны, то окружность у 
проходит через ЛІ2 и обратную ей 
точку Л12; итак, Г есть дуга 
М хМ2 окружности М\М2МШ\- 

6.13. 1. Функции (S,i)-+S-\- 
[+ it и (s, t)-* es+it непрерывны; 
функция f непрерывна на допол­
нении точки (0,0) до В как част­
ное двух не имеющих нулевых зна­
чений непрерывных функций, 

о переменное s +  it стремится к 0 
показательной функции)

es+lt — 1 
s -f it * 1.

Таким образом, функция /, имеющая в (0,0) предел, равный 1, 
непрерывна в этой точке, т. е. непрерывна в каждой точке об­
ласти В.

2. Сужение функции f на отрезок s =  so, 0 ^  t ^  я, непре­
рывно; поэтому интеграл g(so) определен.

Любой прямоугольник

Sj ^  s ^  s2, 0 ^  t ^  я

лежит внутри В\ поэтому функция / непрерывна ца этом пря­
моугольнике, a g непрерывна на [sb s2] (см. Пизо и Заманский, 
Анализ, гл. IV, 4-й раздел, § 2. Сформулированная там тео­
рема для действительных функций f переносится, очевидно, и 
на комплексные функции, если рассмотреть отдельно действи­
тельную и мнимую часть). Так как Si и s2 выбираются произ­
вольно, то для любого значения So можно взять такие числа si 
и s2, чтобы Si s0 ^  s2; в силу этого, g непрерывна для всех 
s. (Заметим, что это верно, в частности, и для s — 0).



При s >  1 с помощью соотношения 
— 1 =  es — 1 получаем

I S +  Н\
, s + i t  ,

\ e s + i t  _  1 I —

/
d t —  Л

S +  я 
es -  1 '

Мажоранта
я s +  я 

es -  1 ’
а с ней и функция g, стремится к 0 при s —» + о о .

3. На дополнении В'  точки (0,0) до В функция f дифферен­
цируема по s, и

df Л  es+lt- l - ( s + i t ) e s+lt 
d s  {  ’  ’  ~  ( e s + i t  -  I ) 2

Функция d f / d s  снова непрерывна на В' ,  а значит, и на прямо­
угольниках

0 ^  t <1 я, ^  s s2,
если si и s2 либо одновременно строго положительны, либо 
строго отрицательны. Любое отличное от нуля значение s при­
надлежит некоторому интервалу [si,S2], удовлетворяющему 
сформированным выше условиям, но тогда g дифференцируема 
в точке s, и

Я

g '  (s) =  J («. 0 d t .
о

Функция / зависит от s и t только через переменное s +  i t ,  

и стало быть, производные d f / d s  и â f / â t  пропорциональны, т. е.

^ - ( s , t ) = = i j L ( s , t ) ;

следовательно,
я

g '  ( s ) =  — i J -̂ - (s, t) d t  =  i  [ f  ( s , 0) — / (s, я)J,
0

i „ч 2ises я
g  i S> e 2S _  ]  gS +  J •

4. Производная g'  имеет в 0 предел:
я
T*

Функция g- определена и непрерывна в окрестности 0, и ее про­
изводная при s —* 0 имеет предел і — я /2 . Следовательно, функ­
ция g  дифференцируема в 0, и g'(0) == і — я/2 (см. задачу 4.27).



Функция g'  определена и непрерывна для всех s (в 0, как 
мы только что видели, g '( 0 ) равна пределу g'(s) при s —► 0 ) ; 
значит, она интегрируема на любом интервале [0 , о], и

стI g '(s) ds =  g ( O f )  —  g(0).
о

При а —\+ o o  функция g (а) стремится к 0; по определению, ин­
теграл

-f-ooJ g '( s )ds
о

сходится и равен — g (0 ), т. е.
+ 00 + 00 +00

0

2 ises ds
— л

«0

ds о, Г ses ds
e2S -  1 es + l  ~l J e2S -  1 

0

Заметим, что СХОДИМОСТЬ интеграла
+ 0О
г ses ds

J0 e2S — 1 ’

т. е. мнимой части интеграла
+ ОО
I  g'(s)ds,  
о

исследовать не нужно, так как сходимость последнего доказана. 
По определению,

Г i t e ' 1«2 
J 2i sin t/2

Г it dt
J ~ 2

Приравнивая оба выражения для g (0), получаем
+ 00

я 1 п 2 = і - J / c t g f * ,  J
0 0 0

Функция
t - > j t c t g j  =  f(0, t)

n
I f  t d t K 2 

8 *

будет непрерывна в точке t — 0 , если положить / ( 0 , 0 ) =  1 (ре­
зультат п. 1), и стало быть, вопрос о сходимости интеграла

П

J 4 ,cie { Ä
о



не возникает. Но для того чтобы преобразовать его интегриро­
ванием по частям, необходимо рассмотреть замкнутый интер­
вал [Ѳ, я], на котором функции t и c tg //2 были бы непрерывны 
(т. е. надо брать Ѳ >  0); тогда

t ln ^sin -j J l n ( s m T ) r f / .

При Ѳ
и 0 ,

ln s in ^-dt =
+0

lim
Ѳ->0

J  I  =  -  я 1п 2 .
о

Наконец, сделав замену //2 =  и, получаем
Л . Я /2

Jln^sin-^-jÄ  =  2 J  ln (sin и) du =  — л  ln 2 .

6.14. 1. Функции Р и Q являются рациональными дробями 
со знаменателем, не обращающимся в нуль на D; следова­
тельно, они дифференцируемы. Частные производные снова бу­
дут рациональными дробями со знаменателем, не обращаю­
щимся на D в нуль, и значит, непрерывны. Тогда для того, 
чтобы со было дифференциалом функции U, необходимо, чтобы 
дР/ду — dQjdx\ имеем

дР_ 4у2 (х2 — у 2) -  (З*2 -  у 2) (х 2 +  у2) __ -  3у* +  2х2у 2 -  Зх4
ду х 2у 2 х 2у2

k Перестановка х и у переводит Р в Q, а значит, и дР/ду в 
dQ/dx\ но поскольку дР/ду симметрично относительно х  и у, то 
dQjdx имеет тот же вид, и следовательно, обе производные 
равны между собой.

2. Функция U определяется двумя уравнениями

* - І Н * ,  У) =  р (х> у) =  \

!£■(*, =  У)=4

№  +  2 y * - - Ç \ ,

- | 1  +  2х2+ 3  у*].

Для того чтобы получить решение первого уравнения, берем в 
качестве U примитивную функцию х -* Р ( х ,  у), считая при этом 
у фиксированным параметром; другие решения получаются из 
него прибавлением к этому решению произвольной функции от
У, т. е.

V {х, y ) = j \ x z +  2xy2 +  -£-] + ф (« /): U2 +  у2)2 
ХУ +  Ф (У)-



Подставляя это во второе уравнение, получаем
ф '(у) =  0 ф (у) — const (например, ф(г/) =  0),

U (х, у) = (х2 +  у2)2 
ху

3. Если А и В — концы дуги Г, лежашей в области D, то, 
как известно (см. Пизо и Заманский, Анализ, гл. VIII, § 2),

J da =  J dU =  U (B) -  U (A).
г г

Легко видеть, что рассматриваемая дуга Г лежит целиком 
внутри Z); концами этой дуги служат точки Л = (1 ,1 ) ,  В =
— 2  ̂ и, следовательно,

J da =  и  (я/2 , 2 ) -  U (1, 1) =  -(л2̂ я16)г -  4.
г

6Л5. 1. Функция U определяется соотношениями

^  =  Р, J£L =  q .дх ’ ду ^

Если U имеет непрерывные частные производные порядка 2, 
то Р и Q имеют непрерывные частные производные первого по­
рядка, а значит, этим свойством обладает функция ф, по­
скольку

Ф (х, у) =  (х2 +  у2) [Р (х, у) — у]/у.
Но непрерывность вторых производных функции U влечет 

д2Ц __ д2У дР dQ 
дх ду ду дх ^  ду дх ’

и, значит,

I +
1-2 — Г

(х2 +  у3)2 Ф (х, у) +
дф

С2 +  у  2

ѵ2
(х2 +  у2)2

ду 

4>(х, у)

(х, у) =

X 2 +  у 2

откуда элементарными вычислениями получаем уравнение (£).
2. Инвариантность дифференциала относительно замены пе­

ременных позволяет получить дифференциал функции V, соот­
ветствующей U, т. е. определенной соотношением V (г, Ѳ) =  
=  U (г cos Q, rsinO ), а именно,
dV — Р (г cos Ѳ, г sin Ѳ) -j- Q (r cos Ѳ, r sin Q)dy =

=  т sin Ѳ 1 +  (dr cos Ѳ — r sin Ѳ dQ) -■

— r cos 6 ^ 1 +  — j  (dr sin Ѳ +  r cos Ѳ dQ) — — [Ф (г, Ѳ) +  r2] dQ.



Следовательно, V зависит только от Ѳ, и
Ф(г, Ѳ) +  г2 =  ДѲ),

где f — произвольная дифференцируемая функция; отсюда
ѳ

Ѵ' (Ѳ) — Ѵ'о — J f(t) dt.
Ѳо

Функция ф удовлетворяет соотношению

Ф (х, y) +  x2 +  y2 =  g ^ .
Уравнение (Е') будет иметь вид

гФ'г +  2л2 =  0 .
3. Функция ф относится к типу функций, только что рас­

смотренных:
ф (г, Ѳ) =  -  г2 +  4 cos2 Ѳ =#> У (Ѳ) =  Уо — 2Ѳ — sin 2Ѳ.

В окрестности точки (1,0) в качестве Ѳ можно взять значение 
a-rctg у/х, и тогда

U (х, у) — — 2 arctg -J — х^+у2 •

Если функция U0 существует, то

J Р (х, y )dx  +  Q (х, y ) d y =  J dU0 = 0 , 
г г

при условии, что Г есть замкнутая кривая, не проходящая че­
рез начало (интеграл равен U0(B) — U0(A) , где А и В — концы 
дуги Г, и значит, равен нулю в случае их совпадения). Пусть Г 
есть окружность с центром в О и радиусом 1; возьмем в каче­
стве А и В точку (1,0), получаем

2 лJ Р {х, у) dx -f- Q (х, у) dy — — J 4 cos2 Ѳ dQ =  — An. 
г о

Итак, задача не имеет решения.
3 а м е ч а н и е^ Если Г — спрямляемая замкнутая жорданова 

дуга, а область В, состоящая из точек кривой Г и из внутрен­
них к Г точек, содержится в Q, то достаточные условия спра­
ведливости формулы Римана выполняются, и

J Р {х, y ) d x + Q  (х, у) dy =
г+

иными словами, если точка О не принадлежит ни Г, ни'внут­
ренней к Г области, то криволинейный интеграл по Г равен

у )
дР
ди (х, у) d xdy  =  0 ;



нулю; в случае же, когда О находится внутри Г, это, как мы 
уже видели, будет не так.

6.16. Область D может быть определена соотношениями 
(рис. 21 )

О ^  у ^  b (l — (отрезок MN),
О <  * <  а.
Тогда, как известно,

а / Ь ( і - х / а )  .

/ =  J  dx ( J  (х2 +  y2) d y \ ,
о \  о /

' = / и  і - і ) + і і з ( і - і )з] * =о
__. /  а3 а3 \  . 1 ta а  _ _  a b ( a 2 +  Ъ2)
~ °  \  3 4 /  ‘ 3 0 4 12

З а м е ч а н и е .  Можно также проинтегрировать сначала 
по X ,  что дает

b , а ( 1 - у ! Ь )О /С Ц І-У Ю )  \

I =  j  dy { J  (x2 +  y2) dx J  .

6.17. Интегрируем сначала по y, a затем по x; в пределах 
интегрирования (рис. 22):

-  Ÿ 2 x  -  x2 <  // <  У ‘2 х - х 2 
(отрезок MN),

0 < х < 2 ;
имеем

2 ( Ÿ 2 X — X1 \

j  dy j =

~ /2л:-х2 '
2

=  |  2х ] / 2х — x2 dx.

Заменяем соотношение и =  ]/2х — х2 =  ]/1  — (х — I)2 пара­
метрическими уравнениями

x = l + c o s q ) ,  « — sincp, О ^ ф ^ я ;

это дает

1
Я

J (2 sin2 ф +  2 cos ф sin2 ф) dy — 
о

1 2
Ф  — -j  sin 2ф -f  -g- sin3 9 j =  я .



Д р у г о й  с п о с о б  в ы ч и с л е н и й .  Напомним (формула 
Римана), что если Г — контур области С, то

J / (х, у) dx +  g (х, у) dy =  J J [-Ц- (*, г/) — -Ц- (*t У)] dx йУ•
ji+ С

В данном случае можно взять, например,

/ (х, у) — 0, g (х, y) — -Ç  или /  (лг, г/) =  -  ху, g (X, у) =  О, 
и тогда

2П
I — j  - ^ - d y =  j  -T(l +  cos ф)2cos ф dq> =  я.

г о
6.18. П е р в ы й  с п о с о б .  Интегрируем сначала по х, ибо* 

если рассматривать у  как параметр, то

xdx =  Y d (* 2) = =  — j ä (1 —  X2 —  у2).

Область D может быть определена 
соотношениями (рис. 23)

О <  * <  У 1 — у2, 0 < г / < 1,

и мы получаем в результате интегрирования

Сделав замену <р =  arcsin у, получаем
я/2 П/2

' " T  J «****— * /  +  ̂  +о о

Преобразование cos4<p в сумму может быть осуществлено, на­
пример, следующим образом:

/ в*ф+ в -<ф\4 
С084Ф = ( ------2----- ) =

«4‘Ф+  е—4/ф
+

е2ІФ+  е- 2<Ф g- 
" +  8 '2 /  16 1 4

В т о р о й  с п о с о б .  Произведем в интеграле /  замену 
jc =  r c o s 0 , i/ =  r s in 0 .



Преобразованная область А имеет вид

0 < г < 1, 0 < Ѳ < у ,

и якобиан отображения равен г; таким образом,

/  =  J* J  г cos Ѳ Y  \ — г2 г dr сів. 
д

Область А есть прямоугольник, а подынтегральная функция 
является произведением функции от г на функцию от Ѳ; в этом 
случае

Теперь замена r =  sincp дает
Л/2 Я/2

. о о  j  Г  s i n 2 2 ш  Sin2 ф COS ф 0ф —/  = ^ ф = [ | s i n  4 ф  1 я ^2 я

3 2  J0 ~_ ' Н Г '

6.19. 1. Допустим, что X >  х0.
Левая часть соотношения равна двойному интегралу /  от 

функции
( и ,  о ) - » ( и  —  v ) n f ( v )

на области Т, определенной неравенствами (рис. 24)
*о ѵ ^  и (отрезок MN) и х0^ и ^ х ,

т. е. Т — треугольник со сторонами, образованными биссектри­
сой координатного угла и параллелями к осям с уравнениями 
V =  Хо, и  —  X.

Если вычислять /, интегрируя сначала по и, а затем по 
то область Т должна иметь вид ѵ ^  и ^  х (отрезок PQ) 
х0 sg: и ^  х; тогда

/  = (и ѵ)п f (у) du ' (х — о)”4-1 
п +  1 f  (V) do.

и.
и



Для X <  х0 получим тот же результат, заменив треугольник 
Т треугольником Т' вида

и V ̂  х0 (отрезок MN) и х ^ . и ^ . х 0,
т. е. треугольником, лежащим над биссектрисой. Действительно, 
интеграл J на Т' от функции

равен
(и, г>)->(и — v)nf(v)

Х0 /  Х0 V

J =  J du ( J (и — ѵ)” f (v) dv) =
X 'U  /

X« t V 4

=  j* rfü ( J* (u — v)n f (v) du j
X 'JC  /

Xo

X
Я +  1

/  (v) dv.

Переставляя пределы интегрирования, умножив при этом 
левую часть на (—1 )2 =  1, а правую на —1, получаем искомый 
результат.

2. Доказывается индукцией по п. Для п *= ] результат оче­
виден (принимаем (л — 1 ) ! =  0! =  1 ). Допустим, что

Ха ~щ

есть примитивная «-го порядка функции /, обращающаяся в 
точке лго в нуль вместе со своими л — 1 производными.

Результат п. 1 позволяет записать, что
Fn+ 1 (*) =

=  I  '•'* f {v )dv  =  J  du J  f (v )dv  — j  Fn (и) du.
xt Xa Xa Xa

Следовательно, /:'п+і есть примитивная для F обращающаяся 
в нуль в точке х0; она является примитивной ( л + 1)-го по­
рядка функции / и обращается в г0 в нуль вместе со своими п 
производными.

Можно также вычислить производную от Fn+U заметив, что 
переменное х присутствует как в пределах интегрирования, так 
и в подынтегральной функции; а так как производная послед­
ней непрерывна, то Fn+i дифференцируема, и

^  м = /  « L + /  ê  №  ? И  -  =
X-

= J f  {v) d v = Fn (x)-
Xa



6.20. Имеем

е-* 2 dx^j =  ^J е~х* е~У* dy'j — J J е~х,е~Угdx dy,

где область D (рис. 25) есть квадрат 0 ^  х а, О ^ г / ^ а  
(действительно, на прямоугольнике, а здесь на квадрате, инте­
грал от произведения функции, зависящей только от х, на

функцию только от у  равен произведе­
нию интегралов от этих функций).

В точках, симметричных относительно 
биссектрисы, функция е~(*!+г/г> прини­
мает одинаковые значения; область D 
симметрична относительно биссектрисы. 
Следовательно, интеграл /  на квадрате 
D равен двойному интегралу /о на треу­
гольнике D0, состоящем из точек области 
D, лежащих под биссектрисой, т. е. удов­
летворяющих соотношениям 0  ^  у  ^  х, 
0 ^  X ï£Ç а. Для вычисления / 0 сделаем 

замену х  =  г cos Ѳ, у — г sin Ѳ. Область До, преобразованная из 
Do, задается неравенствами 0 sg: г sg: а/cos Ѳ, 0 ^  Ѳ ^  я/4, и 
якобиан преобразования равен г\ получаем

я /4  / а / c o s  Ѳ ч

/  =  2 / о =  2 J j e - f2rdrdQ  =  J гіѲ( J 2 e - 'V d r ) ,
До 0 \  0 /

. Я/4

/ =  f  ( 1  —  e - a V c o s * 0 )  ^ 0

О

6.21. Известно (Пизо и Заманский, Анализ, гл. IX, 2-й раз­
дел, § 5), что

Рис. 25.

‘L= H i ( i r + J T ) d* d !l-

"! + £ - к о .

где d — проекция на плоскость хОу  области D; множество d 
определяется неравенством

ДІ
а2

Сделаем замену
х — аи cos V, у =  bu sin v, 0 ^  о <  2л.

Область ô, преобразованная из d, имеет вид 
0  ^  v <  2я, и якобиан равен abu\ следовательно,

р =  J  J  Y и2 (а cos2 v +  b sin2 о) abu du dv.



Ô есть прямоугольник, а подынтегральная функция есть произ­
ведение функции от и на функцию от ѵ; в силу этого

ab
Т J u3du j  (а cos2u +  ôsin2ü) dv =  nab ° ^  h .

6 .2 2 . 1. Согласно результатам задачи 6.05, можно считать, 
что числа р, Ѳ, ф удовлетворяют соотношениям

Р > 0 , Я 0̂* 0̂+ я 0 <  Ѳ <  2я.

При выполнении этих неравенств S преобразуется в область 
2 , определяемую неравенствами

0 < р < 1, 0 < Ф< ^ , 0 < Ѳ < у ,
и якобиан равен

cos ф  cos Ѳ — р cos ф  sin Ѳ — p sin ф cos Ѳ 
cos ф  sin Ѳ р cos ф  cos Ѳ — p sin ф  sin Ѳ =  p2cos ф . 

З І П ф  0  р С О Э ф

D (х, у, г)
D (р, Ѳ, <р)

А поскольку этот якобиан положителен на 2, то
/ 1 \  / я/2 \ / я/2 \

I =  J  J  I  р4 cos ф dp dQ dq> — I J  p4 dp J I J  dQ j ( J  cos ф dq> j

(/ является произведением трех простых интегралов, потому 
что 2  — параллелепипед, а подынтегральная функция представ­
ляет собой произведение трех функций, каждая из которых за­
висит только от одного переменного р, Ѳ или ф). Итак,

т 1 Я « я
1==z Т '~2  * 1 = То*

2. Сделаем замену
X =  аХ, у — bY, z  =  cZ.

Тогда Е переходит в область вида
Х ^ О ,  Y >  0 , Z > 0 ,  X 2 +  F 2 +  Z2 -  1 <  0,

т. е. область S из п. 1.
Якобиан равен abc, и значит,

/  =  J  J  J  (а2Х 2 +  b2Y2 +  c2Z2) abc dX dY dZ. 
s

Вычисление /  равносильно вычислению трех интегралов: 

j j j x 2d Xd Y d Z ,  j  J  j Y 2d X d Y d Z ,  j j j z 2d Xd Y d Z .



Очевидно, что область S инвариантна относительно пере­
становки X й Y или X и Z; следовательно, эти три интеграла 
равны между собой, и каждый равен //3, т. е.

/  =  (а2 +  Ь2 +  с2) abc — (а2 +  b2 +  с2) abc .

6.23. 1. Сделаем замену
x =  rc o s 0 , 
у — г sin Ѳ.

Область D преобразуется в область D':
О и  0<Ѳ <я/2;

якобиан равен г, и значит,

/Л =  J J e~r*r dr d0 =  ^ J e~r'r rfrj  ̂J doj (1 — e~R1).

Интегрируя функцию
е - { х ’+ У г) — е - х ге - у 1

по квадрату А, получаем

Ja=   ̂/ в-** dxj  ̂J е ~ *2 dyj =  [/С (а )]2.

2. Функция положительна; следовательно,

Di cz D2 J  J  e-<*’+ÿ’) dx dy <  J  f  e-<xl'+rt dx dy.
D2

Квадрат A лежит в круге радиуса a Ÿ  2 и содержит круг 
радиуса а; отсюда

J -  (  1 -  е ~ а1) =  U  <  J a  =  [ /C a ] 2 <  W  2 =  f  (  1 ~  е ' 2*2) .

При а - t  +  оо функции е- “2 и е~2а* стремятся к 0; [Ка]2 
имеет предел я/4, а значит, Ка имеет предел ]/я /2 . По опре­
делению, интеграл

+  <х>

J* е~1‘ dt 
о

сходится и равен \Л*/2. (Этот результат был уже получен 
в задаче 5.39 совершенно другим способом).

6.24. 1. Функции f и g, определенные на R2 формулами
f(x, y) — e~x'+y,cos2xy, 
g (*. У) =  е~х1+Уг sin 2ху,



непрерывны и непрерывно дифференцируемы на всей плоскости, 
и, как легко видеть,

Ц-(*, У )= - f f - у) == e_Jt!+ÿJ [2г/ cos (2хг/) — 2х sin І2ху)}.

Поэтому к дуге Г и ограничиваемой ею 
нима формула Римана, и это дает

J f  (X, у) d x  +  g  (X, у) d y  =
г+

ÿ ) ~ - § ï (x' y )]d x d y о.

области D приме­

ни
b-

i

0

t
a X

2. Интеграл по контуру прямоуголь­
ника (рис. 26), пробегаемому в поло­
жительном направлении, равен сумме интегралов по четырем 
сторонам, а именно, по сторонам, лежащим на прямых, опреде­
ляющих прямоугольник, т. е.

У =  0 , / ,  =  J  e~x*dx,
о
ь

X =  а,  І 2 === J* e ~ aleyi s in  (2 ay )  d y ,  
о
о

у =  b, / 3 =  J  eble ~ xl c o s  (2 bx) dx,
\ a

x =  0,  / 4 =  0 .

'А поскольку прямоугольник есть спрямляемая жорданова дуга, 
то результат из п. 1 дает

h  +  Лг +  h  — 0 «

3. Если а —>-+оо, то /1 стремится к 
+ 00

О

Для интеграла / 2 имеем



значит, если а -* + о о , то /2 стремится к 0 , и
а __

J V e -* ’cos(2bx)dx =  - I 3 =  l l +  I2~*
О

чем доказано, что функция л:-> е- *г cos (2 bx) интегрируема на 
[О, +  оо[, и

+ 00
J  е~ х2 cos (2bx) dx =  e~b* -^y - .
0

6.25. 1. Функции P и Q непрерывно дифференцируемы на 
дополнении £2 точки (0 , 0) до R2, и, как легко видеть,
дР , , dQ , .

У) дх (*> У)
__ Г —  X sin X +  у cos X (х2 —  у2) cos X +  2ху  sin X  1
~ е L *2 +  У2 (х2 +  у2)2 J*

Стало быть, если замкнутая область D, ограниченная 
замкнутой дугой Г, содержится в £2, то согласно формуле Ри­
мана,

J  Р (х, y )dx  +  Q (х, y ) d y =  J  j  (х, y)— j ^ ( x ,  у )] dx dy =  0 .
г+ ~5

2. Представим полуокружность С в виде
* =  /?cos0, г/ =  sin Ѳ, О ^ Ѳ ^ я .

Тогда
X dx +  у dy =  О,

X  d y  —  у  d x

X2 +  у 2
dQ,

Ic =  J  e~R sln® cos (R cos Ѳ) dQ.

Чтобы найти предел / с при R - > +  00 , заметим, что
я  я/2

|/c l < j e - « sinerf0 =  2 j e-ss.n0rf0.
о о

(Последнее соотношение получается заменой t =  я  — 0 в инте  ̂
грале по интервалу [я/2, я].)

Известно (см. задача 4.39), что



и следовательно,

| / с І < 2

Я/2J е-«0/" гіѲ == я1 ~̂ е - <
о

я
/г *

Значит, когда R-*-{-oo,  / с ->0.
Функция

{ R ,  Q ) - > e ~ RslnQ c o s ( R c o s Q )

непрерывна на всей плоскости; следовательно, интеграл / с от 
этой функции по замкнутому интервалу [0 , я] является непре­
рывной функцией от R. При R - *  О интеграл / с имеет в качестве 
предела интеграл со значением 
R =  0, т. е. интеграл от 1, Итак, 
при R —*■ 0 интеграл / с стремит­
ся к я.

3. Интеграл по Г равен нулю 
(как интеграл по замкнутому кон­
туру, не содержащему внутри се­
бя точки О). Этот интеграл ра­
вен сумме интегралов /„+ и — I +

Ч Ч
по полуокружностям Сі и С2 
с радиусами г и R, где С2 описы­
вается в одном направлении, а С\ — в противоположном, и ин­
тегралов /  и / '  по отрезкам [г,/?] и [—R, — г] оси Ох (рис. 27).

Для интегралов /  и / '  имеем
г/ — 0 , dy  =  О,

Р(х,  0) =  ^ ,
г

- r  R
J  =  1 * *  =  /.

- R  г

Записывая условие равенства нулю интеграла по Г, получаем

2іѴ ^ + ' 4 - ѵ =°-г

Если г-> 0, /„+ -> я ; стало быть, интеграл 
Ч

R

Г

имеет предел (это очевидно, ибо функция л: —*• (sin лг)/л: может 
быть продолжена в функцию, непрерывную на [0 ,/?], если



положить ее равной 1 в *  =  0 ) ,и
R

2
0

sin X 

X
dx — 71 — I  + .

С 2

Если R ~ > + o o t то / + —> 0, и интеграл 
с 2

имеет предел: 
на  [0, + ° ° [ >  и

я

о
по определению, функция (sin*)/* интегрируема 

4-00

; ^ - d x  =  lim -iX 2 ^Я
X



Р А З Д Е Л  7

ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ

Задачи опираются на результаты главы III книги IV «Курса матема­
тики» Ш. Пизо и М. Заманского.

Если ип и ^  ѵп — ряды с положительными членами ип ^ ѵ п и 
ряд 2  °п сходится, то ряд 2  ип тоже сходится; в частности, если,ип — О (п~а) .
где « > 1 ,  то ряд 2 “ « схоДится (факт, полезный для применения асимпто­
тических разложений).

Если un ^ w n и ряд 2  wn расходится, то ряд 2  ип тоже расходится.
Если ип ^  ѵп при « -> -+ 00 , то оба ряда ведут себя одинаково.
В дополнение к признакам Коши, Даламбера и паи„ укажем следующий.

Если п [ \  — — 1 j  ^  k >  1, то ряд 2  ип сходится.

Если « ^ 1 -----" '+ 1 j $Г 1, то ряд 2  ип расходится.

(Доказательство этого составляет содержание задачи 7.07 п. I.)
Для рядов с произвольными действительными или комплексными чле­

нами вначале следует проверить, не будет ли ряд абсолютно сходиться, 
применяя для ряда из абсолютных величин методы исследования рядов 
с положительными членами. Такая проверка разумна по следующим при­
чинам: абсолютно сходящиеся ряды обладают специальными свойствами, 
кроме того, гораздо проще исследовать сходимость ряда с положительными 
действительными членами, чем сходимость ряда с произвольными действи­
тельными или комплексными членами. Для рядов, не сходящихся абсолютно, 
полезно отметить, что положительность чисел ап, их убывание и стремление 
к 0 является достаточным условием сходимости рядов

2  (— 1 )П ап’ 2  ап cos 2  ап sin п 2  апеШ -
В иных случая« необходимо прямое исследование; часто возможны 

упрощения путем группирования двух-трех последовательных членов, что 
не меняет поведения ряда, если общий член стремится к 0 при «-*-+<».

Наконец, если абсолютное значение а„ общего члена сходящегося зна­
копеременного ряда (—1)п а„ убывает, то сумма ряда заключена между 
двумя последовательными частичными суммами.

Д ля абсолютно сходящихся рядов, и только для них, имеют место свой­
ства коммутативности и ассоциативности конечных сумм, т. е.:

сумма не зависит от порядка членов;
любое (конечное или бесконечное) число членов может быть заменено 

их суммой (т. е. в бесконечном случае суммой некоторого ряда).



В частности, имеет место следующая теорема о счетных семействах дей­
ствительных или комплексных чисел х а:

если множество конечных сумм чисел |ха| ограничено (например, один 
из рядов, полученных в результате упорядочивания семейства х а, абсолютно 
сходится), то все ряды, полученные упорядочиванием членов семейства ха 
абсолютно сходятся и имеют одну и ту же сумму s;

если члены х а семейства расположены в бесконечное множество рядов 
2  п, так что каждый член х а принадлежит одному и только одному из-
П

этих рядов, то ряды 2  uk п абсолютно сходятся и ряд с общим членом
п

Uk =  1 i uk.n п
тоже абсолютно сходится и его сумма равна числу s.

По определению, сумма S функционального ряда есть предел последова­
тельности S-n сумм п первых членов; для исследования многих свойств су­
щественно проверить, будет ли последовательность S„ сходиться равномерно. 
Как уже указывалось, для этого лучше всего воспользоваться нормой

Полагая
11 f II =  sup I /  (х) I.

00

и  {x) =  2  Un {x) 
о

И
P

о

можно утверждать, что функциональный ряд 2  ип 
на [я, Ь]:

если последовательность
Il 4-00

у г / - і / ри= | 2  ип
Il p-и

стремится к О,
или если двойная последовательность

равномерно сходится

ІІ Up -  Uq II = 2
p-и

Un

стремится к О,
' или, наконец, если для любого е >  0 найдется такое N, что

+ 00
2  “п (*)
Р-И

< 8 для всех x е  [а, Ь\.

Часто используются следующие признаки равномерной сходимости.
Если сходится ряд 2  II ип II. то ряд 2  ип равномерно сходится, ибо

р
il U p - v q і [ < 2  и «я и.

р+1

Если I ип {x) I ^  <хп и числовой ряд 2  ап сходится, то ряд 2  ип равно­
мерно сходится; это есть следствие предыдущего случая, так как

II и „ | |=  sup I «„ (x) I <  а„. а<д:<6
Основные теоремы о равномерно сходящихся рядах. 1. Если ряд 2  «„ 

равномерно сходится на [a, b] и функции «„ непрерывны на [а, Ь], то сумма 
ряда непрерывна на [а, 6].



2. Если ряд У] ип равномерно сходится на [а, Ь] и если прими­
тивные Ѵп обладают тем свойством, что при некотором фиксированном зна­
чении х0е [а , *] РЯД сходится, то ряд ѵп равномерно сходится
на [fl, b] и его сумма V является примитивной для суммы U ряда ^  ип.

Эта теорема применяется часто для того случая, когда примитивная ѵп 
обращается в .ѵ0 в нуль; тогда

Взяв в качестве Хо и х определенные значения а  и ß, получим теорему 
о почленном интегрировании равномерно сходящегося ряда.

3. Если функции «„ дифференцируемы и ряд ^  ип из производных 
равномерно сходится на [а, 6], то сумма U ряда ип (предполагаемого 
сходящимся) дифференцируема и

£ / ' ( * ) = 2  ««(*)■о
Необходимо отметить, что в теоремах 1 и 2 мы пользуемся равномерной 

сходимостью ряда а в теореме 3 — равномерной сходимостью ряда

Ц ^ -
Зались степенного ряда всегда должна сопровождаться указанием его 

радиуса сходимости. Для рядов из производных и рядов из примитивных 
радиус сходимости, как известно, будет тот же самый. Степенной ряд рав­
номерно сходится на любом круге с центром в 0 и радиусом, строго меньшим 
радиуса сходимости; но внутри круга сходимости он, вообще говоря, не бу­
дет равномерно сходящимся. Сумма степенного ряда определяет внутри 
круга сходимости непрерывную бесконечно дифференцируемую функцию, и 
производные являются суммами рядов, полученных почленным дифференци­
рованием исходного ряда.

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

7.01. Исследовать сходимость рядов с общими членами
п2 +  п +  1 п2 +  п +  1 п\ хп 

п3 +  1 ’ п4 +  1 ’ п'1 '

п'Ь In п . „ л п—у-т—. sin пѲ, -л— arcsin— г г ,п2 +  1 2 п +  1

где % — комплексный параметр, а Ѳ — действительный.
7.02. Показать, что ряд с общим членом

ип =  sin {У ri2 +  а2 я)

сходится (а — заданное действительное число).
7.03. 1. Если убывающая последовательность ип сходится 

к 0, то ряды с общими членами ип и ѵп =  2пи 2п ведут себя 
одинаково.

Применить этот результат к ряду Римана с ип =



tn — п~а (In гс)~р.
7.04. Показать, что ряд с общим членом (sin па) /п схо­

дится, но не абсолютно (а — заданное действительное число).
7.05. Показать, что последовательность с общим членом

__ а ( а +  1) . . .  (а +  п — 1)
и п  а —1 /  і \п («!)

при а >• 0 имеет отличный от нуля предел (исследовать ряд 
с общим членом In (ип/н„_і)).

Сохранится ли результат для а ^  0?
7.06. 1. Допустим, что тригонометрический ряд с общим 

членом
ип (х) — ап cos пх +  bn sin пх

абсолютно сходится для значения х0. Показать, что если он схо­
дится для ха +  h, то он сходится и для х0 — Л, и что если он 
абсолютно сходится для xQ +  h, то он абсолютно сходится и 
для х0 — h.

2. Если тригонометрический ряд абсолютно сходится для 
двух значений х0 и хи разность которых несоизмерима с я, то 
он абсолютно сходится для бесконечного множества значений 
X ,  не сравнимых по mod 2л.

7.07. 1. Общему члену ряда, обладающего, к примеру, свой­
ством ип >  0 , ставится в соответствие число

Показать, что если, начиная с некоторого номера, 
nvn ^ k >  1, то ряд "£ип сходится;

то ряд ^ и п расходится.

(Сравниваем ряд ип с рядом Римана 2 п~к•)
Что можно вывести отсюда, если пѵп имеет предел /?
2. Применить предыдущий результат к исследованию схо­

димости ряда с общим членом
.. _ / 1 \п а ( а —  I) . . .  (а —  п +  1)
и п —  К Ч  п1

3. Показать, что если а =#= —1, то ряд с общим членом

In п — а 
п +  1 (п >  а)

расходится, и наити предел ы„.
4. Исследовать сходимость ряда с общим членом

g (а —  1) . . .  (g —  п +  1)w„ tû



ЮІ
f  t s in  t

J T + ¥
In— 1) я

d t

и вывести отсюда сходимость интеграла
+ 00

J /  sin t
J Т + " До

d t .

2. Показать, что для ряда с общим членом ип и для инте­
грала I абсолютная сходимость не имеет места.

3. Показать, что те же результаты справедливы для инте­
грала

+ 00

Г л (о . . . .
а

если А и В — многочлены, у которых deg В =  deg А +  1, а — 
число, строго большее нулей В. (Сходимость этого интеграла 
уже изучалась в задаче 5.35 иным способом, без исследования 
абсолютной сходимости.)

7.09. Последовательность ип определена заданием члена ц0 
и рекуррентным соотношением

Показать, что последовательность ип сходится к 0. 
Рассмотреть функцию /„ вида

«п = fn («о)
и показать, что последовательность функций /„ равномерно схо­
дится к 0 на действительной прямой.

2. Показать, что ряд с общим членом и?п сходится (можно 
использовать сходимость ряда с общим членом ип+і — ц„); по­
казать, что ряд функций fil равномерно сходится на действи­
тельной прямой.

3. Показать, что ряды с общими членами
1 s i n  ип 9
1п —~ ~  и и2яUn п

расходятся.
4. Исследовать сходимость ряда с общим членом ипхп для 

всех комплексных х.
7.10. Пусть радиус сходимости степенного ряда с общим 

членом antn равен 1, а коэффициенты ап положительны.
Показать, что если сумма

s  ( 0  =  І  antn о



ограничена на полуоткрытом интервале [/о, Ц, то ряд 2 «*
о

сходится, и
оо со

lim 2  aJ n =  і  оп.(■»[ О 'I

Исследовать, имеет ли сумма
оо

S (0 =  2  апго

предел слева в 1, если ряд 2 а„ расходится.
7.11. 1. Выразить cos2р t в виде линейной комбинации сте­

пеней с мнимым показателем и применить этот результат к вы­
числению интеграла

2я
Ір — J cos?p t dt.

о

2. Доказать, не пользуясь результатом из п. 1, соотношение
2пІп =  (2п — 1)/„_і

и найти таким путем значение Іѵ.
3. Показать, что функция F вида

2л
F (х) =  J ln ( I — X c o s  t) dt 

о

определена на интервале ]—1, 1[ и разложима на этом интер­
вале в степенной ряд.

4. Найти разложение в степенной ряд производной F' функ­
ции F. Определить F', а затем и F, при помощи элементарных 
функций.

7.12. Пусть для действительных х, удовлетворяющих усло­
вию 0 <  X <  1, определена функция f:

X

о ’

где а — действительная постоянная, а >  —1.
1. Показать, что интеграл f(x) имеет смысл.
2. Разложить (1 — t4) - 1̂ в степенной ряд и показать, что 

функцию f можно разложить в ряд S с членами a j kn.
3. Показать, что ряд S равномерно сходится на замкнутом 

интервале [0 , 1] (можно исследовать сходимость ряда в 1 и при­
менить результат задачи 7.07 п. 1).



Воспользоваться этим фактом для доказательства того, что 
интеграл

1

I ta dt 
I -  t4

сходится и равен сумме ряда S при х =  1.
4. Установить непосредственно сходимость интеграла

J ta dt
VT ^ t*  '

7.13. 1.Показать, что интеграл

J  е~Чх~1 dt
о

сходится при любом X, а интеграл

\ e - ' t x- l dt
о

сходится При X >  0.
2. Для X >  0 определим функцию Г формулой

+ 00

Г (х) =  [ е~Чх~х dt.
6

Показать, что Г (л: -|- 1 ) =  л:Г (л:), и вычислить Г(х) для целых х . 
3. Показать, что для х  >  0

1

о о
( - 1) "

п! (и +  х)

4. Показать, что ряд

2 ( - 1) ”
«I (>г +  х)

сходится всюду, кроме целых не положительных х. Сумма этого 
ряда будет обозначаться через S(x).

5. На допсѵінении до R множества целых не положительных 
чисел определена функция G:

+ 00
G(*) =  S ( * ) 4- J  е~Чх~х di.



G (х +  1) = x G  (х).
7.14. Применяя теорему о перемножении рядов, показать, 

что функция
In ( 1 +  х)

Г + І С

может быть разложена при |л:| <  1 в степенной ряд; найти об­
щий член этого ряда.

Найти непосредственно радиус сходимости полученного ряда.
7.15. Обозначим через х действительное число, удовлетво­

ряющее условию —1 <  X <  1.
1. Показать, что любое натуральное п может быть един­

ственным способом представлено в виде суммы различных це­
лых не отрицательных степеней двойки, т. е. в виде

п =  2  2 **.і= 1
Какие числа п будут получены, если все не превосходят не­
которого натурального Р?

2. Показать, что последовательность

Ир = П П  + Х 2* ]
ft= 0

имеет предел 1/(1 — х).
3. Показать, что ряд с общим членом In ( 1 -)- хп) абсолютно 

сходится и
Н-ОО +00
S i n d +  *") =  - 2  in а - * * -').

1 1
N '

lim TT (1 + * " ) =  lim TT
Л/ ->  oo N ' - > со J - „ 2 р - 1

7.16. Через х и z обозначены комплексные числа, удовлетво­
ряющие неравенству

2 U | | z |  +  | z |2 <  1.
1. Показать, что + 0О

s (х, z) — (l — 2xz +  z2)~'la — S  Щ {х, z),fe=0
где

«о (х, Z) =  1 , ик (х, z) —  1 ' \ : f ~ -ZYk ~ "  (2 x z  ~  z2))k-

2. Пусть через vn (x)zn обозначен член п-й степени много-
П

члена S  ик (х, z) от z.fc=0



Показать, что ряд с общим членом vn(x)zn сходится и его 
сумма равна s(x, z).

3. Показать, что

4. Вычислить частную производную ds/dz и при помощи 
полученного выражения найти соотношение между тремя по­
следовательными многочленами ѵп.

7.17. 1. Применяя разложение ez в степенной ряд, показать, 
что для любого комплексного z справедливы неравенства

2. Показать, что последовательность функций

f a  (х) =

2 п

2 п

равномерно сходится на ]0 , я /2] к функции ctg л:.
7.18. Показать, что ряд с общим членом

е - ПХ

п2 +  1

сходится при X ^  0 и расходится при х <  0 .
Пусть f  — функция, определенная для всех неотрицательных 

X формулой
+ 00

/ (*) = S е~ пх 
«2 +  1 ■

Показать, что f непрерывна при и дифференцируема
при X >  0 .

7.19. Пусть а — заданное действительное число, a t и х  — 
действительные переменные.

1. Найти ряд Фурье функции /:
/ (t) — cos at, — я <  t <  я.

Объяснить, почему сумма ряда равна f(t),  если —n < . t < .  
я, и найти значение суммы ряда при t — я.
Вывести из предыдущего результата, что

c|g * = 7 + S , . i W -



-f- оо
Y  1
Zà x2 — k2nz
N

непрерывна. Вычислить

3. Показать, что если О

ln sin л: == ln x +  ln (l - - ф ^ г ) -

+ 00
У —Z à k2

1
1 X  <  я, то

-boo

4. Показать, что если х не является числом, кратным л, то
4-00

_ ! _  =  у ____!____
sin2 X  Z à ( х  —  6я)2

7.20. Рассмотрим 2я-периодическую функцию /, определен­
ную соотношением

f(t) =  t, 0 < / < 2я.
1. Найти ряд Фурье функции /; чему равно значение S(() 

суммы этого ряда для различных значений t переменного?
2. Найти наименьшее положительное значение tn перемен­

ного t, для которого сумма S n(t) первых п - f  1 членов преды­
дущего ряда имеет относительный минимум.

3. Показать, что последовательность S n(tn) имеет предел
Я

я -  2 J  dt.
U

4. Найти разложение в степенной ряд функции
X

О
в качестве приближенного значения величины

Я

I==±  [ ^ L ät
я J tо

взять сумму первых четырех отличных от нуля членов степен­
ного ряда и указать полученную точность.

5. Показать, что последовательность 5(/„) — S n (tn) не стре­
мится к 0. Объяснить, почему нет противоречия с тем, что 
S n(t) сходится к S(t)  при любом t.



7.01. Ряд, все члены которого (или начиная с некоторого 
номера) имеют одинаковый знак, ведет себя так же, как ряд, 
полученный в результате замены каждого члена на эквивалент­
ный, поэтому

я2 +  я +  1 
я3 +  I > 0

п2 +  я  +  1 
п* +  1 > 0

и

и

я2 +  я +  1 1 .-  „і, i r-j— РЯД расходится. 

..П4+  [—  — ряд сходится.

Применим признак Даламбера к ряду с общим членом 
ип =  п\ хп/пп (т. е. к ряду из модулей):

I ип+1 I __ (п +  1) 1 х\ пп __ 1 х\
I «гг I ( л + 1 ) п+І (І +  І / я И *

Последовательность (1 +  1/я)п имеет предел е (Пизо и Заман- 
ский, Анализ, гл. III, 7-й раздел, § 6 ), и значит, |u n+1| / |u n | 
имеет предел \х\/е. Ряд сходится, если \ х \ < е ,  и расходится, 
если \ х \ >  е. Покажем, что если \х\ =  е, то ряд сходится. Для
этого достаточно установить, что | ип+і | / |  ип | >  1, т. е.(1 +  —1 <
<  е, а это неравенство проверяется следующим образом:

In 1
1 +  -' я : / г 1 п ( ! +  я )  1 2 я ( 1 + ѳ / я ) 2 < 1  1 п е ‘

Для любого показателя ß > 0  при х -> + о о  
ln X  — о (лгр) =#> ln X — О (хр);

поскольку I sin лгѲ 1, то

я'^ In я 
я2 +  1 sin пѲ ^ 0 И  =  0 (яИ*).

Для того чтобы установить сходимость ряда с таким общим 
членом, достаточно (признак паип) взять ß <  у  (например, ß =  .

Наконец, в последнем случае ѵп — -у — arcsin -  j- положи­
тельно и стремится к 0 ;

/ я  \ я 1 ѵі
cos ѵп =  sin (-g- — =  -^ q rr =̂ '7r+ T  =  1 ~  C0SVn — T ‘

vn положительно и эквивалентно | / 2/ ( n + l ) .  и стало быть, 
ряд 2  ѵп, как и ряд 2  ] / 2/(п +  1), расходится.

7.02. Поскольку
п2 +  а2 — п +

У я2 +  а2 +  я



ип =  (— 1)" sin а2
Ÿ  п2 +  а2 +  п

Л =  (—l)"sin ѵп.

Последовательность положительных членов ѵп убывает и 
стремится к 0 ; значит, последовательность sin ѵп обладает теми 
же свойствами.

Ряд 2  «л — знакопеременный, и последовательность \ип \ =  
=  siny„ убывает и стремится к 0 ; следовательно, ряд 2  ип схо­
дится (см. Пизо и Заманский, книга IV, гл. Ill, 1-й раздел, § 4).

7.03. 1. Заметим вначале, что ип положительны в силу того, 
что последовательность ип убывает и стремится к 0. Кроме 
того,

2р < п <  2 Р+І =Ф и2р >  ип ^  м2р+і.

Суммируя эти неравенства для 2р+1 — 2 р — 2 р значений п, 
получаем

2р + і

2pu2p ^  ^  ип ^ 2 ри2р+1,
«=2* + »

k
или, обозначив через Uk сумму 2

п =  1

ѵр >  U2p+ р -н -

Суммируя эти неравенства для значений р ^  Р, получаем
р р+і

VP= y i vp > U 2P „ - U 2> j ^ i ѵр =  ± ( Ѵ Р+ . - К , ) .
р— \ p =  2

Если ряд 2  «« сходится, то сумма £/2р+і мажорируется сум­
мой U ряда; следовательно, сумма ѴР+і мажорируется конеч­
ным числом, не зависящим от Р, т. е. р я д 2 ^ р  с положитель­
ными членами сходится.

Если ряд 2  ип расходится, то сумма U2p+ 1 стремится к
+  00 при Р -|-оо, а значит, и сумма ѴР—>-f-oo, т. е. р я д 2  ѵп> 
расходится. В рассматриваемом частном случае

ип =  п-а ѵп =  2п (2Г1)~а =  (2 1_Т .

ѵп является общим членом геометрической прогрессии со зна­
менателем 2 1- “. Следовательно, ряд 2  уп, равно как и ряд 2  «и» 

сходится, если 21-а <  I, т. е. а  >  1, 
расходится, если 2 1-“ ^  1, т. е. а ^  1.



2. Известно, что In n — o(nh) при любом, h >  0; отсюда 
легко выводится, что

если а >  1 и а >  а ' >  1, то п- а (1п п)~& — О (п~а'), и тогда 
ряд 2  п~а (In п)- 0  сходится;

если а <  I и а <  а ' <  1, то, начиная с некоторого номера, 
п~а (In /г) - 0  ^  п~а', и ряд 2 я _ а (1п/г)- 0  расходится.

Если а =  1, то воспользуемся результатом п. 1 («„ поло­
жительно и возрастает для достаточно больших /г); получаем

2%/. =  (ln 2")_ß =  я “ 0 (ln 2)~0.

Итак, оба ряда 2  tn и 2  2%« одновременно 
сходятся, если ß >  1, 
расходятся, если ß <; 1.
7.04. Очевидно, что если а кратно я, то ряд сходится, он 

сходится или расходится одновременно для значений а, 2я — а  
■и 2/гя +  а  (п — целое). Следовательно, можно предположить, 
что 0 <  а  <  я. Для доказательства сходимости ряда 
(sinna)/«  можно воспользоваться преобразованием Абеля (см. 
Пизо и Заманский, Книга IV, гл. Ill, 1-й раздел, § 4). Полагая

можем написать

k
S k =  2  sin pa,

p=i

sin ka 
k

n-1

+  j ( S ft — Sft-i) — -^ - +  2
fe=i k— 2 ft=l

k+  1) S k;

но, как известно,

Ряд

|S * | =
k

^  sin pa
p = i

sin fea/2 sin (k +  1) a/2 
sin a/2

1
sin a/2

1
k+  1

абсолютно сходится (абсолютное значение общего члена мажо­
рируется членами

(± _________ !— )  ! 
U  ' Л +  1 / sin a/2

сходящегося ряда) ; последовательность S„/n имеет пределом 
0 ; поэтому сумма

п
^  sin ka 

fc=i



имеет предел при лг —»• -f- оо; 2 (sin&a)/£ по определению схо­
дится.

Для исследования ряда 2 | s i n n a l/n можно предположить, 
что 0 <  а  <  я /2  (общий член принимает одно и то же значе­
ние в точках а  и я — а ) .

Рассмотрим на единичной окружности (рис. 28) точки А и 
В оси Ох и точки М и N с  криволинейными абсциссами па,

и ( / г + 1)а; возможны два случая.
а) Меньшая из двух дуг MN  со­

держит точку А или В. Так как ме­
ра этой дуги равна а, то, очевидно, 
одна из дуг AM  или AN  (или же 
ВМ или BN,  если В заключено ме­
жду М и N) имеет меру больше или 
равную а /2 ; тогда |s in n a | или 
]sin(n +  1) а | больше или равно 
sin а /2 .

б) Меньшая из двух дуг MN  не 
содержит ни А, ни В; на рисунке 
это случай точек М'  и N' '. Так как 
дуга M'N'  имеет меру меньше или

равную я/2, то сумма дуг AM'  и BN'  больше или равна я/2; 
одна из этих дуг больше или равна я/4, и синус этой дуги 
больше или равен sin я/4 ^  sin а/2.

Итак, по крайней мере одно из двух чисел |s in n a | и 
|sin(n +  1) а |  минорируется числом sin а /2 ; по крайней мере 
один из двух последовательных членов

[ sin 2pa I I sin (2р +  1 ) а I
2 Р 2р +  1

ряда имеет числитель больше или равный sin а /2 ; знаменатель 
этого члена не превосходит (2р -f  1), и значит,

I sin 2ра I 
2 Р +

s i n  ( 2 р  +  1 )  а  I 

2 р +  1
sin а/2 
2р+ 1 *

Ряд
1 . а

2 р+  1 sm ¥
расходится, а вместе с ним расходится и ряд

ѵч I sin па I 
^  п ’

сумма первых 2р -f- 1 членов которого бесконечно возрастает 
вместе с р.

З а м е ч а н и е .  Предыдущие исследования остаются без 
изменений, если рассматривать ряды 2  о-п sin па> и 2  I sin па |, 
где последовательность ап, убывая, стремится к нулю, а ряд 
2 Ял расходится.



7.05. Можем записать

и п
а — 1

2
а -  1

п
(а—I),

и, логарифмируя, заменить произведение суммой

In ип — In а +  ln^l +  j +  . . .  +  ln ^1 -j----- -—j — (a — 1 ) In n.

Чтобы найти предел этой последовательности, поставим ей в 
соответствие такой ряд 2  ѵп, чтобы сумма первых п членов 
этого ряда была равна In ип\ тогда

In и п — In Un - \  =  In Un
Un — 

1
tv

ln 1 +

+  O  —H  +  (а — 1)

4 H ) + < “ - » , n f 4 r ) -

ün является общим членом сходящегося ряда; сумма In м„ пер­
вых п  членов этого ряда имеет предел, равный сумме и  ряда, 
а и п = е Ѵп имеет предел, равный положительному числу е ѵ.

Если а — целое отрицательное число, то ип, начиная с не­
которого номера, равны нулю. Кроме этого случая, «„ ни­
когда не обращается в нуль, а так как а -f- п — 1, начиная с не­
которого номера п0, положительно, то все члены ип, начиная 
с некоторого номера, имеют одинаковые знаки, и значит, доста­
точно исследовать \ип \ или 1п |« „ |.

Исследование тождественно проделанному для случая поло­
жительного а: для п0 рассмотрим

In Un
Un- 1

: ln

Итак, для целых отрицательных а, начиная с некоторого но­
мера, ип =  0. Для всех остальных значений а последователь­
ность ип имеет конечный отличный от нуля предел.

7.06. 1. Элементарным тригонометрическим преобразованием 
получаем
Un (*о +  h) +  ип (х0 — h) — 2 ап cos nh cos пх0 +  2 bn sin nx0 cos nh =

=  2 cos nhu„ (x0),
откуда

I un (x0 +  h) +  un (x0 — h) К  2 1 un (xo) |.
Ряд 2 iun t o  +  h) +  un (x0 — h)} абсолютно сходится, так как 
сходится, по условию, мажорирующий ряд 2  I ип (лг0) |. 

Записывая
ип (х0 — h) =  [ип (х0 +  Л) +  ип (х0 — h)] — ип (х0 +  h),

видим, что ряд 2iUn {x0— h), равный разности двух сходя­
щихся или абсолютно сходящихся рядов, в зависимости от



условий, наложенных на 2  мп (*о-Ь Л), ведет себя так же, как 
и ряд 2 ы„(*о+/')-

2. Можно применить предыдущий результат, положив х, =  
=  Хо +  h; в силу этого результата ряд абсолютно сходится в 
точке Xq — Ii — xо. Тот же результат в применении к значениям 
х'о и х'о +  h — х0 показывает, что ряд абсолютно сходится для 
значения х'0 — h =  х0 — 2h. Вообще, убеждаемся индукцией по 
и, что ряд абсолютно сходится для значений x0 — nh (а так­
же для значений х0 +  и/г).

Если бы два члена из этих последовательностей были срав­
нимы по mod 2л, то нашлись бы такие различные целые числа 
т и н ,  что

x0— nh =  x0— mh (mod 2л ) ( т  — п) h =  0 (mod 2л),
и тогда h было бы, вопреки предположению, соизмеримо с л.

7.07. 1. По условию,
п >  «о =7 >  /г =#> <  1 — 4-Ufi П

но (формула Маклорена порядка 2),

т " - ( * + 4 Г - ' - 4 + ^ ( н - 4 )
(0 <  Ѳ <  1);

— ft—2

отсюда
>  1 -  * .^ « ü ± L >  0 . 

И Un

Перемножая почленно эти неравенства, начиная с номера 
«о. получаем

(«+ 1.-А
> Un + l zà

U ип+1 <  (« +  1)- f t  “ no

Ряд
rt0

nQ
сходится не зависит от н), а значит, сходится и ряд 2  ип.

Во втором случае
п ^ п 0=?пѵп <  1 =>«n+t >  1 —4  =  ̂ 4^.

Перемножая почленно последние неравенства, начиная с не­
которого значения Но индекса н, получаем

Ряд

и п + 1 >  “о -  1 или « п  +  1 >
К “  >)"«

^  (п0 ~  ]) “п,

расходится, а значит, расходится и ряд 2  ип+1-



Допустим, что пѵ„ имеет предел I.
Если / >  1, то / >  k >  1 для некоторого числа k\ по опре­

делению предела, nvn ^  k >  1, начиная с некоторого номера 
«о, и следовательно, ряд 2  ип сходится.

Если К  1, то, начиная с некоторого номера «о, пип ^  I и 
ряд 2  ип расходится.

Если / =  1, то ничего сказать нельзя (кроме того случая, 
когда пѵп стремится к 1, оставаясь меньше 1, и тогда ряд 2  ип 
расходится).

2. Отношение
«п+і _  п — а 

ип п +  1

стремится к 1 при п - » + о о .  Следовательно, все члены и п , на­
чиная с некоторого номера, имеют одинаковые знаки, и можно 
применить результат п. 1.

В этом случае
ѵп =  1 —  Un+l =  а I- и l i m n y „  =  a + lп un л + i  с» п г

Если a +  1 >  1, т. е. а >  0, то ряд 2  ип сходится.
Если а +  1 <  1, т. е. а <  0, то ряд 2  ип расходится.
Если <*+1 =  1, т. е. а =  0, то ы„ =  0; ряд сходится.
3. Если а =  —1, то In --- - - ->= ln 1 = 0 .
Если а ф  —1, то все члены имеют одинаковые знаки, а имен­

но, положительны при a < — 1 и отрицательны при a  >  — 1. 
В силу этого для исследования поведения ряда можно заме­
нить общий член ему эквивалентным:

• п — et п — а , a + 1
п +  1 п +  1 п +  1

Отсюда видно, что ряд расходится, причем сумма первых п 
членов стремится к + о о  или —о о  в зависимости от того, будет 
ли a  <  —1 или а >  —1. Имеем

5 >
Р>а

р — а
J T T

. |п (Ро — «) • • • (п — a) _  j ип+ г

где
а (а

(р0+  1) - . . ( « +  1) 

1) . . .  ( а - р 0+ 1)
До! ( - 1 Л

Коэффициент k не зависит от п, и стало быть, предел после­
довательности ы„ равен:

' 0 , если a > — 1, ибо lim ln (un+i/k) =  — оо;
п ->  оо

±  оо, если а <  — 1, ибо lim ln (un+1/k) =  +  оо;
n->oo

1, если а =  — 1, ибо ип =  п\/п\



4. Ряд 2  wn — знакопеременный, и \wn \ — \ ип \. Если а ^ О , 
то ряд 2  ип сходится; все его члены имеют одинаковые знаки; ряд
2 і ^ л І — 2  I I сходится, и таким образом, ряд 2  абсо­
лютно сходится.

Если — 1 <  а  ^  0, то, как известно, ип, а с ним и ш„, стре­
мится к 0 ; отношение

Wn+i _  я — а 
wn " я +  1

не превосходит 1. А тогда, как мы знаем, знакопеременный ряд 
2  wn сходится (см. Пизо и Заманский, книга IV, гл. Ill, 1-й 
раздел, § 4).

Если — 1, то a значит, и до„ не стремится к 0 при 
п-*оо,  и ряд 2  wn расходится.

7.08. 1. На [(/г— 1)л, /гл] функция синус положительна для 
нечетных и отрицательна для четных /г; значит, ип имеет тот 
же знак, что и (— І)П_І, и

ПЛ

(п— 1) я
Функция

числа
î l { \ - \ - t2) убывает при 1; следовательно,

(я — 1) л  пл
1 +  (я — 1 )2 я 2 И 1 +  я 2л 2

являются мажорантой и минорантой для t / ( l - { - t z) на 
[(/г — 1) л , /гл]; отсюда

пл пл

1 +  (я -  I)2 Л2 J I sin t \d t  X  Un I >  ! +  П2Л2 J I sin/ \dt.
(rt-Ц л  in— І)я

Интеграл от | s in/ |  является также интегралом от ( — l ) n_I sin/  
и равен 2. Теперь из предыдущих неравенств, написанных для 
номеров п и п +  1, выводим, что

2 (я — 1) л  
I +  ( я -  1 )2 л 2 ^

2яя
1 +  п2л 2 и,п + I

Из этих неравенств следует, что последовательность 
убывает и стремится к 0 , так как

«п

lim
П-> оо

2 (я — I ) я  
I +  (я -  1)2я 2 =  о.

Знакопеременный ряд с общим членом //„ сходится и имеет 
сумму

п пл
U — lim V  ип =  lim т~гі2 sin t dt

n-> n + ooJ



Для доказательства сходимости интеграла / необходимо вы­
яснить, имеет ли интеграл

I t
1 + t 2

sin i  d i

предел при л:—*■+«>; Для этого поставим в соответствие х такое 
целое п, что

п л ^ . х  <  (п +  1) л.

Тогда справедливы соотношения:
X пл X«fc»•1 +

4 о

, ,  Г t  sin t  ,,
d t  J \ +  t 2 d t  

0
=

Г t  sin tJ 1 +  / * di
ПЛ

п л  X пя
Г t s i n t , ,  . I Г # sin < -  Г M i n  / . . .  . .J  1 (2 d t  I Un +[ I ^  J  I  __ 2̂ d t  ^  J J  _ ^2 d t  I Un + l |.
О 0 0

Когда л:—* + °° . п тоже стремится к +оо; крайние члены нера­
венства имеют предел U, а значит, / сходится и равен сумме 
U ряда.

2. Ряд 2  I и« I, члены которого минорируются членами
2n7t . ,

1 4-"гс2яг  Расх°ДЯІДегося РЯДЗ (ибо они в свою очередь мино­
рируются членами 1/пл), расходится.

Сумма первых п членов стремится к +  оо вместе с п. Но
П П

Е і “- і = 2
1 1

ftn

\
(ft—I) л

t \  sin t \  d t  
1 +  t2

/  I sin / I
1 4 - 12

d t .

Функция — не интегрируема на [0, Ц-оо[; таким обра­
зом, интеграл / не будет абсолютно сходиться.

3. На сходимость интеграла не влияет замена нижней грани 
а этого интеграла числом (по— 1)л, которое'больше а и больше 
нулей как многочлена А, так и числителя А'В  — AB'  производ­
ной функции A /В, и значит, таковая замена может быть в слу­
чае необходимости осуществлена.

Для значений, превышающих (п0— 1)л, функция А/В имеет 
постоянный знак (допустим, положительный) и монотонна; сле­
довательно, она убывает, ибо A/В при х —>-+оо стремится к 0.

Тогда ряд с общим членом
П Л

Г . ,  Ait) ,,J smt-mdt(à- І)л



(где п ^  п0) будет знакопеременным; \ѵп\ убывает и стре­
мится к 0 (доказывается так же, как в п. 1); этот ряд схо­
дится, и его сумма равна пределу выражения

п  ПП

V  У, =  J sin t dt.
Па (По—1) Я

Для завершения доказательства воспользуемся, как и в п. 1, 
тем, что если пл  ^  х •< (п +  1)я, то

Л-

I sin t
(no—1) л

A(t)
B(t) dt sin

(П о — 1) л

A(t)
B(t) dt < !  vn+1

7.09. Для любого «о член Mi заключен между —1 и 1; зна­
чениям, противоположным Мь соответствуют значения, противо­
положные всем мп; стало быть, достаточно изучить свойства 
м„ в предположении 0 м, ^  1.

1. Индукцией по п убеждаемся, что
0 < м ,г+1< м „ <  1.

Последовательность м„, убывающая и минорированная чис­
лом 0 , сходится, и ее предел и является решением уравнения 
и — sin н, т. е. равен 0 .

Функция sin и возрастает на [0, 1]; следовательно, если обо­
значить через Un общий член той из последовательностей нп, 
у которой первый член есть 1)\ =  1, то, по индукции, получаем

0 <  ип <  Un =#> Un =  sup м„.
0<іг,< 1

Для отрицательных значений u\ получаем противоположные 
значения для м„, и следовательно,

Un =  sup I ип I =  supl /„(Mo) I =  | |/я II.
— 1<Ы,<1 Ио

Последовательность Un, как мы уже доказали, стремится 
к 0 , и стало быть, последовательность /„ равномерно схо­
дится к 0 .

2. Ряд с общим членом ип — и„+і сходится, так как
N

2  (и п —  и п + 1) —  Ы1 —  UN + 1ГѴ=--\
стремится к Мь когда Л/—>+оо.

Члены этого ряда положительны, поскольку последователь­
ность мп убывает и

_  _  «п— Mfi Sill lift —  ̂ •



Таким образом, ряд 2  ы«/б сходится, а с ним сходится и
V 3ряд Zi tin.

Так же, как в п. 1, убеждаемся, что
Un— sup u l =  sup I P =  sup I fn (u0) I =  II fn ||.

— I <«1^1 Uo
Так как последовательность Un есть одна из последователь­

ностей ип, то ряд с общим членом Ul — \\f3nl сходится, и следо­
вательно, ряд с общим членом fn равномерно сходится (см. 
теоретические сведения в начале этого раздела. Можно также 
исходить из того, что это есть следствие признака равномерной 
сходимости: Пизо и Заманский, Книга IV, гл. Ill, 2-й раздел, 
§ 1; достаточно в качестве значения фигурирующего там члена 
ctn взять число ||/п||).

3. Исследование проводится тем же путем, что и в п. 2. 
Имеем

При N —» + 0 0  отношение «jv+i/ui стремится к 0 , а
ln (uw+i/U]) * оо; ряд

У іп - 8ІпИяUn
расходится.

Члены (sin «„)/«„ меньше 1, и значит, их логарифмы отри­
цательны; более того,

, , Sin и \ . sin и„ и„
— ІП ( ------ 2- ~  1 -----------5-

Un /  Un 6

Итак, ряд 2  til/ 6 расходится, равно как и ряд с положи­
тельными членами

— In _£ІИ£д_#

4. Применим признак Даламбера абсолютной сходимости:
I ttn + lxn+' 

1ипхп I

Ііш и„ =  0 =ф1і т

ип -И sin ип
Un

sin Un 
Un 1 =#lim

п

Un
sin un 

Un X =  X

Следовательно, ряд абсолютно сходится для |х | < 1  и рас­
ходится для |л;| > 1  (его радиус сходимости равен 1).

При X =  1 ряд 2  tin расходится, ибо ип > ип, а ряд 2  til, как 
известно, расходится (см. п. 3).

При X— — 1 ряд 2  (— 1)” «п будет знакопеременным; ип 
убывает и стремится к 0 ; ряд сходится.



Для X — еіп (а  ф  kn) ряды 2  ип cos па и i  sin па схо* 
дятся, поскольку ип убывает и стремится к 0 (см. Пизо и За- 
манский, Книга IV, гл. Ill, 1-й раздел, § 4), а стало быть, схо­
дится и ряд с общим членом

ипхп =  ипеіпа =  ип cos па +  іип sin па.
7.10. Допустим, что

2  antn <  Ко
при любом / е  [/о, 1[. Так как члены ряда 2  aJ n положи­
тельны, то сумма этого ряда является верхней гранью множе­
ства конечных сумм членов ряда; следовательно,

V/ е= [/о, 1[ и VN.
и

Многочлен
N
y>antn
о

есть непрерывная функция от /; следовательно,
,Ѵ N

lim 2  antn = h  ап < К ,  VN.
/-> 1 о о

К является мажорантой множества частичных сумм ряда с по­
ложительными членами ап, и стало быть, этот ряд сходится.

Ряд с общим членом a„tn равномерно сходится на [0, 1], так 
как 0 sg; antn ^  ап, а числовой ряд ап сходится.

Тогда функция
+ °° 
V
0

antn

будет непрерывной функцией от t на [0 , 1] и, в частности, не-
прерывной слева в 11:

+ 00 -f- оо
lim 2  antn = = 2 &ПШ/ - >і о о

Если ряд 2  ап расходится, то сумма
+  0О

S  ( / )  —  2  a n t n о

не может быть ограниченной (тогда ряд ап сходился бы); функ­
ция t —* S ( t )  возрастает и не ограничена на [/0, 1[; ее левый пре­
дел при t  =  1 равен верхней грани множества значений, кото­
рые она принимает в интервале [fo» И, т, е. +оо.



7 .1 1 . 1. М ы  зн а е м , что

:o s  t —
е‘‘ +  е~и

и ст а л о  бы ть,

С2Р
1 2  р

cos^ t = {eit+ = 22Р Ъ  c *v2 ip~q) “■
0=О

И н тегр ал ы
2лJ е2(р-9) И d t

при р  — q ф  0  о б р а щ а ю т ся  в нуль; с л е д о в а т е л ь н о ,
2я

т __  Г 1 Г<р Л4__ Ï __О— 1 ■ 3 • . .  (2р  —  1 )
Р ~  J 22*> 2р 22Р (р\)2 ~  2 - 4 __(2р) •

2 . И н тегр и р уя  по ч астям , п ол уч аем

2л
/„  =  J  c o s2"- 1 t  (c o s  t dt)  =

2л
=  [s in  t c o s2" 1/]дЯ +  (2и  — 1) J  c o s 2”- 2 /  s in 21 d t  *

Внеинтегральный член равен нулю; отсюда
2я

1п =  ( 2 п — 1) J  c o s2”- 2 ^ (l —  c o s2 /) dt  =  (2n  — 1) /„ ),
о

2 ti!n =  (2 n — 1)

П о ч л ен н о е  у м н о ж е н и е  п ол учен н ы х у р ав н ен и й  дл я  п =  1, 2, . . .  
. . . ,  р  д а е т

2 • 4  . . .  2 р /р =  1 • 3 . .  . (2р  — 1) /о =  1 • 3 . .  . (2р -  1) 2я .

3. В с е  зн ач ен и я  ф ункции  / —* 1 — x c o s t  л е ж а т  на о т р езк е  
[1 —  | х | ,  1 +  |х | ] ;  дл я  того  чтобы  л о га р и ф м  бы л о п р ед ел ен , н е ­
о б х о д и м о  и д о ст а т о ч н о , чтобы  эти  зн ач ен и я  бы ли стр о го  п о л о ­
ж ительны , т. е. чтобы  | * |  <  1; т о гд а  ф унк ц ия / ~ » 1 п ( 1 — x c o s  t) 
б у д е т  н епр ер ы вн а и и н т егр и р уем а  на [0, 2я].

Н о  мы зн а е м , что при | x c o s ^ | <  1
+ 00

1 / 1  ѴЧ ** COS* t
ln  (1 — X COS 0  —  — 2 j ------ -̂-----•



Этот ряд сходится абсолютно и разномерно относительно t на 
замкнутом интервале [0 , 2л], так как

х к cos* t  ^ . k <  X

а геометрический ряд с общим членом |л: |сходится.
Тогда можно интегрировать почленно:

2л +оо 2л

F (х) =  J  1п(1 -лгсозО dt =  - ^ \  cos* t d l .
О 1 о

При k нечетном интеграл от cos Ч по интервалу [0,2л] равен 
нулю; в самом деле, положив / =  и -{- л, видим, что

2л л

J cos* td t  =  — J cos* и du.
л 0

При k четном и равном 2р интеграл вычислен и равен / р; итак,
2я■(*)== J 1п 0 + °о

X cos
р=  1

,, V  х2р о  1 * 3  —  (У

^  =  2 . 4 7 -
I • 3 . . .  (2р -  1)

(2 Р)

При I л:I <І 1 полученный ряд сходится, ибо его радиус схо­
димости больше или равен 1. Пользуясь признаком Даламбера, 
убеждаемся в том, что он равен 1; действительно, отношение 
двух последовательных членов равно

2  2  р  2  р  +  1

2 р  +  2  2 р  +  2

и стремится к х2.
4. Сумма степенного ряда дифференцируема в круге схо­

димости, и ее производная есть сумма почленно продифферен­
цированного ряда:

г  М °  -  2я ̂  х> '-' 1 %  ' * •
]

Легко видеть (при помощи разложения бинома), что
+ 00

( I + 2 ' .2 Р 1 - 3  . . .  ( 2 р  —  1 )

Отсюда
2 - 4  . . .  2 р

1

F'(x) =  ^ [ l - ( l - x 2) - y‘], 

а поскольку F в 0 обращается в нуль, то
X

Р ( х ) = \ Ц - [ \ - { \ - и 2)~ъ\ du-



Интеграл легко берется подстановкой о =  (1 — «2)'/2; получаем 

F (X) =  2я 1 - 1 ) ^ гV 1 — V*
ѴТ-

— 2л dv
V +  1 : 2л [In (1 +  ^ Г ^ 2 )  — In 2].

7.12. 1. Функция t -*  t a ( l  — /4)-Vs непрерывна на [0, х] при 
а ^  0 , и значит, интегрируема в этом случае.

Если же —1 <  а  <  0, то эта функция непрерывна на 
]0 , х], и

о < *  < * * ф о < * в ( і  —  * Т ѵ ,< * в ( і  - * 4Г ' /2.
Мажорантная функция t —* ta ( 1 — x4)-v« интегрируема на ]0, х], 
а с ней интегрируема и функция t - * t a ( 1 — t 

2. Известно, что для 0 <  х <  1

f ( \ - t AY 4' =  ta
+ °°

1 О- V ЬЗ ■■■ (2д- 1) Нп
1 +  І А  2 •4  . . .  2п 1

+ 00

_ , а  , V  1 - 3 . . .  ( 2га-  1) , 4 « + а  

^  ІА  2 • 4 . . .  2 п 1

Общий член этого ряда, равный
1 • 3 . . . (2П — 1 ) ,4п+а

2 •4 ... 2п 1
положителен и мажорируется общим членом

1*3 ... (2п  —  1 )
2 • 4 .. .  2п

(действительно, Vх <  t~x на ]0, 1[) степенного ряда с радиусом 
сходимости 1; этот ряд равномерно сходится на [0 , х], а зна­
чит, сходится и ряд

У  1 - з ... (2га — 1) лп+а 
І А  2 • 4 . . .  2 п 1

Тогда, как известно, он может быть почленно проинтегрирован,

f ix) J> - " + £ •
1 -3 . . .  ( 2 п -  1)

2 - 4 2 п

X

J tin+a dt-

xa+1 . V  1 * 3 . . .  (2я — 1) х4"+а+1
а + 1  ^  І А  2 - 4 . . .  (2 n) 4« +  а +  1 *



и полученный ряд S сходится при 0 <  х <  1; общий член этого 
ряда мы обозначим через ип(х).

3. Для X — 1 получаем ряд с общим членом

“ «(О
1 • 3 . . .  (2п -  1) 1

2 • 4 . . .  2п Ап +  а +  1

Исследование его сходимости с помощью признака Даламбера 
ничего не дает, ибо

ип+ 1 (1) _  2п +  1 Ап +  « +  1 |- Цц+і (О _  . .
Ufi ( I ) 2« +  2 Ап +  а +  5 = ?M m  „ „ ( 1)

применим результат задачи 7.07 п. 1, образовав для этого ве-' 
личину

1 ип+ 1(1)  12ft +  2 а +  9
п ~  ип ( 1) {2п +  2) (4« +  а +  5)

пип имеет предел 3/г І> 1, и следовательно, ряд ^ j « n(l) схо­
дится.

Функция х - + и п(х) возрастает; поэтому на [0, 1]
0 < « „  М < и л (1).

Это двойное неравенство влечет равномерную сходимость ряда 
S; действительно, можно применить критерий равномерной схо­
димости (Пизо и Заманский, книга IV, гл. Ill, 2-й раздел, § 1) 
или заметить, что ряд с общим членом ||«n|| =  un(l) сходится 
(см. теоретические сведения в начале 7-го раздела).

Сумма ряда S, равномерно сходящегося на [0, 1], непрерывна 
на этом замкнутом интервале и, в частности, непрерывна слева 
в 1, т. е.

+ 00

f W -*  д т т  +  S  при * -> 1 ‘

Итак, функция /“ ( 1— по определению, интегрируема 
на ]0 , 1[, и

1 X -|-оо

Г ta( l - t y ' l2dt =  \im I* *а ( і - / У Ѵ,Л  =  г і т  +  У и і , ( 1 ) .
о х-*'о +  1

4. Мы знаем, что функция t - * t a ( 1— / 4) ~ 72 интегрируема на 
любом интервале ]0 , х], где 0 <  х <  1; стало быть, достаточно 
провести исследование на интервале [.ѵ, 1[. Запишем

/“ (1 -  /4Г Ѵг =  ( 1 -  іГ ',г [*“ (l +  t +  t2 - f  f3)"7’];

функция \ +  / +  t2 +  /3)_,/j непрерывна на [x, 1] и, значит,
мажорируется некоторым числом М; отсюда

д; < / <  1 0 <  (1 — Z4) -72 <  М (1 — t)~'k.



Мажорантная функция / —*М(\  — t)*'1* интегрируема на 
[лг, 1], а следовательно, и функция t —*ta(l — t4)-'/* также ин­
тегрируема на [X, 1].

7.13. 1. Известно, что для любого числа х
Нт е 4 х xt2 =  0 =фе Чх 1 2, если t ^ t Q\
Î -> оо

\

интегрируемость функции t-+t~2 на [1,оо[ влечет интегрируе­
мость положительной функции t —*e~4x~l.

Во втором случае имеем
О <  / <  1 ф  Iх- 1 >  е~Нх- х >  е~Нх~х >  0 ;

таким образом, функция t - ^ e ~ ltx~x интегрируема или нет на 
]0 , 1] в зависимости от того, будет ли интегрируема функция 

и стало быть, интегрируема при условии: х — 1 > — 1 
или X  >  0.

2. Из и. 1 вытекает, что если х >  0, то функция і~*е~Чх- 1 
интегрируема на ]0, +  оо[. Проинтегрируем сначала по частям на 
компактном интервале [и, ц], а затем перейдем к пределу:

V V

J е~Нх dt =  е~аих — e~vvx -f  х J* е~Чх~х dt,
« и

lim е~иих =  0 , так как х >  0 ,
ы > + 0

Пт е~ѵих — 0
D - »  + 0 О

(сравнительное возрастание показательной и степенной функ­
ции). По определению, при и —»0 и ц -^ + о о  интегралы стре­
мятся к Г ( х +  1) и к Г ( х ) , и  значит,

Г ( * +  1) =  *Г (*).
Из соотношения

+  О 0

Г ( 1) =  J è - ‘ d t =  1
о

индукцией по п получаем
Г ( п +  1) =  пГ (п) =  п [ (п — 1 )!]= /г!

3. е~‘ разлагается при любом t в сходящийся степенной 
ряд, и

+ 0О
е~Чt±X-\ -= г*-' S  І т = 2

+ 00

іп+л

На [0,1] функция tn+x-i мажорируется единицей, если n ' - f x  — 
— 1 ^ 0 ,  что выполняется в случае п ^  1, ибо х >  0. Следова­
тельно, при п ^  1

( - 1)"
ftl +  x-l

п\ ni '



Сходимость ряда 2  1/я! влечет равномерную сходимость рас­
сматриваемого ряда, и значит, можно почленно интегрировать:

I

о

+°°

о
( - 1 ) "  

га !
tn+X-

4-00

( - 1)" 
га! (га +  х)

4. Если X не является целым отрицательным, то величина 
|п +  л;| независимо от п минорируется строго положительным 
числом d, равным разности между х и ближайшим целым чис  ̂
лом V 0 , и следовательно,

( - 1)" < 1 _ L
га! (га +  х) d га! ’

Ряд абсолютно сходится, так как сходится ряд 1/«!.
5. Согласно п. 1, интеграл

+ 00J e~*tx~l dt

сходится при любом X. Следовательно, функция G определена, 
если определено значение S(x),  т. е. если х не является целым 
отрицательным числом и числом 0 .

Если X >  0, то, как показано в п. 3,
1

S ( x ) =  [ e~Ux~l dt,

G(jc) = J  e~ftx~l dt =  r(x).
о

Как и в п. 2, интегрируя по частям на компактном интервале 
[1, о] и переходя к пределу, получаем

+  0 0  + 0 О

J  е~Чхdt — e~l +  X j  é~ltx~x dt.
1 1

Для сравнения члена
1

га! (га +  к +  1)

из S( j c+  1) с членом из S(x), в котором фигурирует « +  х +  1, 
т. е. с членом

_______ 1_______
(га +  1)1 (га +  к +  1) ’



записываем:
п +  X +  1 —  X I

nl (n +  x +  1) (и +  1)1 (п +  X +  1) 
+ 00

5 {х +  1) =  ^  nl I
П= 0

( - 1)"
(n +  x +  1)

n +  1)! ( n +  1)! {n +  x +  1) ’
+  00 + 0 0

V  (—1)" , y 1 (— l)n
JmÀ (я +  1)! x  2 j  ( n + l ) l ( n  +  x + l )  ’n=о n—0

Для вычисления рядов в правой части берем индекс суммиро-
вания р — п +  1, принимающий значения 1, 2 , . . .  Получаем

+  00 +  0° . +  00

2 -
( - 1)П 

(Я +  1)!‘
у ( - і ) р 
Zu р\

п=0 JD=1 Р=1

+ 0О

ѴТ ( - 1 ) "
+°° „ 1 

_  V  ( - 1 ) Р_І
+  0 0

ѵ  ( - 1 ) р 1
Zj ( п +  1) І ( / І+*+ 1) Z u  р\ (р +  х) Z j . р \ ( р  +  х) X
„ = 0 р= 1 р= 1

И окончательно,

S (ж +  1) =  1 — е 1 — Л [~  ~  5 (*)] =  xS  (x) — е~х.

Складывая рассмотренные выше интегралы, получаем 
G(x-\- 1 ) =  xG (x).

7.14. Известно, что
+ 00

ln  (1 +  *) =  2  ( ~  есл и
П= I 
+ 00

(1 +  л:)-1 =  2  (— 1) У ,  если | дс I <  1.
л=О

Оба степенных ряда имеют радиус сходимости, равный 1, 
и при \ х \ <  1 абсолютно сходятся; следовательно, их произве­
дение абсолютно сходится при | х | <  1 и его сумма равна про­
изведению сумм исходных рядов.

Общий член произведения равен

ия м = 2  - г  ( - 1)”'*  ѵ п~ ' хп (  2  і )  •
А=і ’

и значит, если | я | <  1,

In (1 +  х) 
\ +  х = 2 ( - і ) - ' ( і + ^ + . . .  + j ) * * .



Для нахождения радиуса сходимости полученного 
ного ряда применим признак Даламбера:

rt+1

U n + l (х) 
Un (*) I X \

Si
ft=l

k=\
Последовательность

степен-

имеет предел +оо, а последовательность 1/ ( п + 1) имеет пре­
дел, равный 0 ; следовательно,

lim
П-> + 00

п+1

Si
л=і =  lim 1 1 +П~> + оо|

I
п +  1

п

Si
п

Si
Отношение

k=\ \

Ия+1(х)

*=1

ип (х)
имеет предел, равный |х| ;  таким образом, радиус сходимости 
ряда равен 1.

7.15. 1. Для п =  1 утверждение справедливо, так как здесь 
п =  2°. Допустим, что оно верно для п <  2к, и рассмотрим чис­
ла п, удовлетворяющие неравенствам 2к ^  п <  2к+1.

Эти числа единственным образом представимы в виде 
п — 2q -+- г, где г =  0 или 1 и 2h~l ïgÇ q <  2h.

Разложение 2 2 ft‘ числа п содержит или нет слагаемое 2° 
в зависимости от того, будет г =  1 или г =  0 ; после этого за­
мечания видно, что любому разложению числа q соответствует 
разложение числа п и обратно; разложение q, по условию, един­
ственно, а значит, единственно и разложение числа п.

Если все ki меньше или равны Р, то получаем число п, не 
превосходящее

2  2 ft =  2Р+1 — 1;
fc=o

обратно, в разложении числа n ^ .2 p + l— 1 показатели не пре­
восходят Р; следовательно, все числа п ^  2Р+1— 1 могут быть 
получены, если взять суммы

где k i ^ . P  при любом і. 
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З а м е ч а н и е .  Проведенное рассуж ение представляет со­
бой исследование двоичной системы счисЛения.

2. Разложив произведение, получаем

и Р =  1 +  ^  X 2 ' — 1 +  2  ■2 ! -j-2 •••4-2 /

где все числа ku k2, . . . ,  kj различны и не превосходят Р. Тогда, 
как мы знаем, все ч и сл а  2 fe> + 2 ^  +  . . .  + 2кі не превосходят 
2 Р+1 — 1, каждое из них получается единственный раз, и зна­
чит,

2p  +  l - f

иР=  1 +  xhz
h= 1

1 -  JC2P+l

Когда P ->  +  oo, x2/>+1 —>0, a uP -> 1/(1 — x). 
3. Когда n —> -)- oo,xn —>■ 0; но тогда

In (1 +  xn) ~  =#| In (1 +  xn) I ~  I JC Г.
Ряд 2 l n ( l  +  JC") абсолютно сходится, так как сходится ряд
2 u f -

Тогда, как известно, если каждый член этого ряда содер­
жится единственный раз в бесконечном множестве рядов
2 “р, ft, то суммы и р рядов 2 Ыр, ft являются членами абсо-
ft ft

лютно сходящегося ряда, сумма которого равна сумме ряда + 00
2  In (1 +  *”) (см. Пизо и Заманский, Книга IV, глава III, 1-йо
раздел, § 3).

Пользуясь результатом п. 2, записываем

lnT^ j  =  ] 2 ln[I +  Je2*],
ft=о

и, заменяя х на х2р_1, получаем
+ 00 + 00

In* „2p—! = 2  l n [ l +  ^(2p- i)2ftJ =  S
ft= 0 ft—0

Всякое целое число представимо единственным образом 
в виде произведения степени двойки на нечетное число. Следо­
вательно, любой член In ( 1 хп) равен одному и только одному 
из членов ир, к- Таким образом, применив сформулированное 
выше утверждение, получаем

+  0 0  +  0О  +  0 0  4 - 0 0

2  In (1 +  *“) =  2  и ,  =■ S 1" 7 Z 7 F=r =  -  S |п (1 -  я2"-')-
О р=1 р=і\ р=1



По определению суммы ряда,
N'

п т
N -> со

Ѵ і п ( і + Л =  lim *n —
N '- * оо ' H  1 — r2p-> ’

1 1 

и, в силу непрерывности показательной функции,
N N'

Пт 17(1 + * " ) =  lim TT
] л л  “И- hJ* —̂  о о  -Я-N'->00 -Я-л. I ѵ2 р - 1  *

7.16. 1. Бином (1 — и)~'/а при ] аI <  1 разлагается в степен­
ной ряд по степеням «; здесь и — 2xz — z2 и, по условию,

I и К  2 1 хг I +  I г |2 <  1 ;

в силу этого имеем
4 -0 0  +  оо

( 1 — 2xz +  z2)~'k =  1 +  2  -- - 32V4 (̂ k ~  1} (2xz -  Z 2f  =  ̂ U k (x, z).
1 ”  * ft=0

2. Обозначим через 4 , p член с z? многочлена Uk{x, z) (для 
того чтобы 4, р ф  0, необходимо, чтобы k s=; p ^  2k) ; имеем

s(x, z) =  s ( s  4 . Р)*k \p=k )
Для получения |4 , р| нужно заменить г и 2  на |х | и |z | ,  

а коэффициент заменить его абсолютным значением, что сво­
дится к замене 2xz — z2 на 2 |х |  |г|  +  І2 І2, откуда легко следует 
сходимость ряда, составленного из сумм

2 l 4 . p l ,p=k
поскольку из условия 2 | x | | z | - | - | z | 2 < l  следует, что 

2 f l l 4 . p l )  =  2 ( 2 U I | 2 |  +  U l 2)ft =  ( l - 2 U I U | - | 3 | 2r 1/a.
k \p= f t  1 k

Сгруппировав члены 4 , р, имеющие одинаковый индекс р, 
т. е. все члены, содержащие множитель zp, получаем

2  tk, р. k
Достаточно задать в этой сумме значения k, меньшие или рав­
ные р\ действительно, члены в Uk{x,z) имеют степень относи­
тельно z, по крайней мере равную k, и следовательно, при k > p  
член 4, р обращается в нуль.

p р
Таким образом, 2  4  р есть член степени р в 2  *4 (*» 2)і

k=Q
по определению, это есть vp (x)zp.



Ряд 'SiVp(x)zp абсолютно сходится, так как

ѵр (х) z p | =
k=0 ^  i  \ h .  p I.k—0

и следовательно, конечная сумма, составленная из \vp (x)zp\, 
меньше или равна конечной сумме из \th,P\\ но множество по­
следних сумм ограничено, ибо(1 — 2\ х \\ z  \ — \ z  f)~'k есть мажо­
ранта этого множества. Таким образом, множество конечных 
сумм из \vp (x)zP\ ограничено, что и является достаточным 
условием сходимости ряда 2 l vp (x )zp \.

Наконец, известно (см. Пизо и Заманский, Книга IV, гл. Ill, 
§ 1, двойной ряд), что если Ѳ* есть простая последовательность, 
полученная упорядочением двойной последовательности th, Р, то 
сходимость рядов

? ( ? ' М  » ? ( ? ' М
влечет равенства

где tu, р упорядочены по возрастающим степеням г; таким об­
разом,

s (х, z) =  2  Ѵр (*) z p.
p

3. В выражении

(2xz — z2)k =  z k (2x — z)k

член c zn (таковой один при « /2  ^  k <  n) равен произведению 
на zh члена при zn~h в разложении бинома (2х — z )h\ стало 
быть, его коэффициент имеет вид

( -  \)n~k С Т к (2х)2к~п, 
и

® , W =  S  ( -  1)"~* С Г к {2 x fk~n (2fe~  1 > =
rt/2<ft<n

__ ^ №cj2k—n_____  k\ 2k\
[(2*-«)l][(n -A )!] 22k (kl)

■2k—n —

-  2
( - 1)'n—k (2k)\

2n [{2k - n ) I ] [ ( « -  /г)!] [ÄIJ
b-2ft—n



Вычислим теперь

du
d x n 1 ) " =

d n
пV

d x 11 jU оIIЛ»_!

V я!

2j , [ Щ [( п  —

\ c knx 2k( -  1)"— k

n / 2 < f t < n

4. §  -■= (* -  г) (1 -  2 «  +  z r ‘h =  s Т _ Х2хг 2+  , ,  .

Степенной ряд
+ 00

Уі vn (x) zn
n=0

почленно дифференцируем внутри круга сходимости, и 
круг содержит, в частности, такие г, что

\ з ? \ + 2 \ х \ \ г \ <  1.
Следовательно, для этих значений г

+ 00

U  =  51 (х) 2»-*,
п=0

и значит,
4-00 / +00

(1 — 2хг +  22) 2  ПѴ,, (х) 2П—1 =  S  Оя (х) Zn ) (х 2).
п=0 \п —О

этот

Два степенных ряда, принимающие одинаковые значения 
в окрестности нуля, имеют одинаковые коэффициенты; прирав­
нивая коэффициенты при г"-1, получаем
(п — 2) ц„_2 (х) — 2 (п — 1) хо„_, (х) +  (х) =  хо„_, (х) — ц„_2 (х),

( «  —  1) v n - 2  М  —  ( 2 «  —  1) х ѵ п - 1 ( x )  +  « У *  (* )  =  о .

7.17. 1. Используя разложение ег и бинома, получаем
Ц- оо

п{п— 1 ) ... (п — k +  I)

/г= 0 *=0

гп 
k\

+ СО

k—2

_  4- V  2 А! +  ^  ft! ‘
п+1

Модуль первой суммы справа и модуль суммы ряда мажори­
руются соответствующими суммами модулей членов; учитывая, 
что коэффициенты при zk действительны и положительны, ви­
дим, что мажоранта получается заменой в исходном выраже­
нии 2 на 12 1 :



Запишем формулу Маклорена для функции и -* 1п(Г+'и):
и2 1In ( 1 ф  и) — и

откуда для и ^  О имеем
2 (1 +  Qu)2 ’ О <  Ѳ <  1,

< l n ( l  +  « ) < u ,

Взяв в качестве и значение \z\/n  и умножив неравенства на п, 
получаем

g U lg -U P /2 /iW l _|_

Легко показать (используя, например, формулу Маклорена), 
что еги ^  1 — и при и 0 ; это приводит к соотношению

I 2 I

откуда, вычитая { \ - \ - \ z \ fn )n из всех трех выражений, полу­
чаем

0 < е і г і — (і + 2 п

Этот результат, установленный для мажоранты выражения

І--М1
тем более верен и для него самого.

2. Положим

(■ + £ ) * w + г „ , ( і - ^ - Г = * - < '+ «

при этом мы знаем, что j | и |s„ | мажорируются посредством
е"'2 х2

4ft ^  4 ft /г

так как в данном случае 0 <  х  ^  я/2. Имеем

fn (х) — ctg х =  і —. е,х +  е іх +  rn +  sn . elx +  е lx
elx- e- lx + rn- Sn e ix _  e- i x

i ( r n +  S n )  s in  X — ( r n — S „ )  COS X

I fn (x) — ctg X 

Воспользуемся неравенствами

s in  X  (2i sin  x +  rn — s n ) 
_  I i (rn +  S„ )  s in  X  —  (rn —  s n )  cos X I 

s in  x I 2i s in  x  +  rn — sn I ’

s i n x l ^ l ,  I c o s x l ^ l ,  | s i n x | ^ —  X,
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чтобы оценить числитель сверху, а знаменатель снизу (послед­
нее неравенство доказано в задаче 4.39).

Так как модуль суммы больше (или равен) разности мо­
дулей слагаемых, то

I L  ( x ) - c t g x \ ^ - j rn+/ n] +  lrn~ Srl
4  х I —  X —  I Гп I —  I sn 
Я  \  я

2 ( I r n I +  I sn 1 ) 
2 / 4  .
~ х \ —  X — \ г п 
Я  \  я

I sn I j

Заменим теперь | гп | і 

I fn W  — ctg X I <  “2"

s„ I их мажорантой Сх2/п:
4 С х 2/ п  С л 2 I

—  X
л л •2 С - )  п )

п , С л х  \
п )

Наконец, заметим, что при 5
Г, С л х о С*2 о ft2 3 

^  1  ï n  ^ 1  4 1 0 ^ 4 '

Окончательно, при получаем

I fn (*) — ctg де
J e * 2

An
n W 2 

3 n

Сходимость последовательности fn к функции котангенс равно­
мерна на ]0 , я /2].

7.18. Члены ряда положительны;
е ~ пх  1X ^  0 #  g ѵ'Т  ^  г , , =ф сходимость,п2 +  1 п2 +  1 ’

е - п х
X <  0 =#■ Ііш ; =  +  оо =Ф> расходимость

П-* 00 п "Г 1

(Отношение показательной функции к степенной стремится 
к + 00 .)

Для х ^  О показано, что общий член ряда мажорируется 
общим членом l/(n 2+  1) сходящегося числового ряда; это вле­
чет равномерную сходимость ряда на [0, + о о [ .  Тогда сумма 
ряда будет непрерывной функцией от х.

Ряд из производных имеет общий член
-  п е ~ пх . 
п2 +  1 ’

при X =  0 он расходится. Но для всех строго положительных х 
ряд сходится, так как последовательность пе~пх стремится к О, 
и значит, начиная с некоторого номера,

<  1^  п2 +  1 •
ne
п 2 +  1

Поскольку X —*■ е~пх есть убывающая функция от х, то

X >  а >  0 е ~ пх <  е~па =# п 2 +  1
ne
п2+ 1



V i пе~па
2 d  и 2 + 1

сходится; следовательно, ряд производных равномерно сходится 
на [а, +оо[. Тогда, как известно, функция / дифференцируема 
при X ^  а, и

/'(*) =
4-00

V  пе пх
- d  п2 +  1 •о

Если до >  0, то можно взять такое а, чтобы О <  а <  х0\ 
следовательно, функция / дифференцируема при любом значе­
нии д'о > 0 .

7.19. 1. Функция / — четная; коэффициенты Ьн равны нулю; 
для нахождения коэффициентов а* интегрируем на [0 , л] и 
удваиваем полученный результат:
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„  2 Г , ,, г, sin ала о =  — cos at dt =  2 --------,я J ало
я

„  2 Г , , , ,, (— 1)й 2а sin алЯк =  — cos at cos kt dt — -— — • —3 . л J я а2 — kzо
Разложение в ряд Фурье рассматривается только для 2л-пе- 

риодическпх функций, поэтому следует продолжить функцию /, 
положив

/ (— л) =  / (л) =  cos ал, / (t +  2л) =  / (t).
Функция / будет непрерывна на [—л, л] и дифференцируема на 
всем замкнутом интервале, и в частности, имеет правую произ­
водную в —л и левую в л. Отсюда вытекает, что периодическая 
функция / непрерывна и имеет правую и левую производную 
при любом значении х; но з л она не имеет производной, так 
как

/ ' (л-— 0) =  — a sin ал, f' (л +  0) =  / '  (— л +  0) == а sin ап.

Тогда, как известно, ряд Фурье сходится к f ( t )  при лю­
бом t, а значит, к cos at при любом t из [—л, л], включая зна­
чение л, поскольку мы положили /(л) =  cos ал.

В частности, при t =  n  имеем

+ 0О -|
J __ I VI 2ая
ал пг (а2 — k2)

COS ал Sin ал 1
ал +  У

4-00 
п  (- -1 )ft 2а cos kn

я (а2 — k2)

sin ал



Положив ая =  X, получим
+ 00

1 , 2 х

■ k 2n 2 *

2. Если \ х \ <  М, то ряд равномерно сходится, так как
1

к 2л 2 k 2я2 -  М 2
Для

k  > м

1
к2л2 -  М2

есть общий член сходящегося числового ряда. 
Если k ^  jV >  М/л, то функции

1х-> X2 —  к 2л 2

непрерывны, поскольку их знаменатель не обращается в нуль. 
Тогда сумма ряда определяет непрерывную функцию от х; 
функция + 00

к 2л 2

непрерывна, если |х |^ .М .
В частности, если | * | ^ 1 ,  функция

+ 00

V  1
Х ~ *  2 à  х 2 - к 2л 2 

1

есть непрерывная функция от х, и значит,
+  00 + 0 0

S  —  к 2л 2 =  X2 -  к 2л 2 —  2х (ctg  Х ~ ~ х ) '

Воспользуемся асимптотическими разложениями:

2 х
ctg*- X  cos X  — sin X  __  X  — х3/2 — X  +  х 3/6 +  о  (х3)

2х2 s i n  X 2х3 +  о (х3) 

— х3/3 +  о (х3)

что дает
2х3 +  о (х3) —  6 + ° ^ ) *



3. Если О ^ Х < [я , то ряд
+ 00V 2х

X2 -  к2П2

равномерно сходится; в самом деле, ряд
+ 0О

к2П2 '

как показано в п. 2 , равномерно сходится на [0 , я], а множи­
тель 1х есть ограниченная на [0 , я] функция.

Тогда, как известно,

2 и
х  (  + с°V_

. jLÀ и2 — k2n2 Ö ' 2

+00 X + оо

d u ’~ h  1  <' “ =  S 1" (l -  f f ) .
2 0 2 

С другой стороны, примитивная выражения 
+ 00

S 2x , I
Х 2 - к 2П 2 = C t g * - 7 -

2x
X2 —  я 2

равна
ln l H L £ _ l n h  _  2L).

X \ n2

При x->0  эта функция стремится к 0; значит, примитивная 
в нуле обращается в 0 , и мы получаем

-і-оо

+  0О

lnsinx  =  !nx +  ^ l n ( l

4. Исследуем ряд производных

( 2*  У =  - 1 +
\  X2 — k2n2 ) ( х  — kn)2 '

Если I X  М и k >  МЫ, то 

I X  ±  kn I ^  kn — М

—1

Ряд

(X +  kn)2

( т ^ Ы '

)'

(kn — М)2

2х
X2 — k2n2

равномерно сходится на интервале [— М, М\. Члены с номерами



k ^ N > M / : t  непрерывны на [— М, М]\ на этом интервале 
функция

+ 00V 2х
А —> ^  х2 — 62л 2 

N

дифференцируема, и ее производная равна сумме ряда из про­
изводных:

+ 00

Ѵ ( ___
jU \ x2-  62л2■г —

+ 00

. (х — kn)2 + (х +  kn)2

Если при этом X  не кратно я, то каждый из N первых чле­
нов ряда дифференцируем и

Л'— ! / -f*oo \ t

(ctg х)' = -L+Y(_!_V+ V_•
л:2 “  \  X2 -  k 2n2 I ^  \ mU  X2 -  k2n2 / ’

1 \ N '

изменив знаки у всех членов, получим

1
■ sin2* *2

+  °°+ ѴГ_ 1̂—
^  j L i  у ( x 2 - k n ) 2 

1
(х +  6л)2

1
(х — 6л)2

Предыдущий результат был доказан для х е  [—М, М]; но М 
произвольно, поэтому он верен для всех .г.

7.20. 1. Вычисляем одновременно коэффициенты ak и bk, за­
метив, что

2я

flfc +  tö**“  J* іеш dt —
b

' teikt "E31

. ikJt Jo

?Я

cik =  0,

bk =  ~
2_ 
6 ’

ÜQ --
JT

2лJ t dt =  2я,
о

и следовательно,
+ 00

5 (/) =  я — V] sin kt.
I

Функция / непрерывка и дифференцируема для значений 
из ]0 , 2я[; при всех этих значениях ряд сходится и имеет сумму 
f(t) =  t. При < =  0 ясно, что 5(0) =  я; при этом, как легко 
видеть,

f(+Q) +  f (—0) f (+ 0) +  f (2л — 0) _  0 +  2л 
2 2 s ( 0).



2. Вычислим производную функции

Л  sin kt
S„ ( 0  =  « - 2 ^  k

« ;„t
^  eiM =  el

> 5 n(t) =  — 2 ̂  cos kt =  — 2 Re ( ^  еш

» eint -  1 5Ï (rt+1) £/2 ,

1 '  1 /
J n t ß  _  - I n t f i  • , /9e e _ — ci(n+t\tp smnt/2

sin / / 2e i m _ e- i t ! 2

S'n (t) =  ~ 2 R e  J e ' “  =  - 2 cos (я  +  1) t / 2  s in nt 12  
sin t / 2

Производная S'n (t) отрицательна, когда t —*0 справа; для наи­
меньшего положительного нуля производной S'n {t) функция 
S n имеет относительный минимум. Следовательно, значение tr 
определяется соотношением

п  1 ^ ЗТ у ^ j я
2 *п ~2 ^ ? ln— nZfY-

3. Соответствующий минимум функции Sn равен я — 2cr„ (tn),
где

II Ilf

<*п (Іп) — У )  J  S in  ktn =  tn 2
sin  k t n __  я

k t n n +  1 s sin k t n

~ k ^ T ’

Значения ktn определяют разбиение замкнутого интервала 
[О, я] на п +  1 равных интервалов; оп(іп)Ія есть интегральная 
сумма функции

sin XX - > ---------
X

относительно концов интервалов разбиения (« '+  1-е значение 
равно (sinrt)/n =  0 ).

Тогда, как известно, при неограниченном возрастании п,
Я

lim an(tn) — Г ~ ~ ~ d x ,oo g Л
Я

lim Sn {tn) =  n - 2  j ^ d x .
о

4. Из разложения синуса в степенной ряд получаем
+0° 2 п

^ = 2 ( _ 1 ) W + i y r  (при л ю б о мо
Степенной ряд почленно интегрируем внутри круга сходимости,



т. e. в данном случае при любых t, поэтому
+ 00X

1 Г sin t

я J
0

t

л

/  =  -  fя J 
0

sin t  

t

2r t +l

Ц 2 п + \ ) \ \ [ 2 п  +

4- оо Jin

[(2n +  1)!] [2n + 1]

/  есть сумма знакопеременного ряда; абсолютное значение об­
щего члена убывает, так как

ип + 1 

Un
( 2 п +  1)я2 ^  я2 ^  10

(2п +  2) (2п  +  З)2 ^  (2п  +  З)2 <  25 ’ если 1.

Следовательно, сумма /  ряда заключена между двумя после­
довательными частичными суммами, в частности, между

3 4

2  ип • и 2 “«-о о
Так как « 4 положительно, то сумма

з
2 «.о

меньше /; вычислим ее десятичное приближение с недостатком, 
минорируя положительные члены и мажорируя отрицательные: 
з

U n ~  1 П Г +  6ÖÖ 35 280 =   ̂ — ■ 0.549 +  0,162 —  0,028 =

= 0,585
с недостатком с точностью до 0,003, 

I « 4  1 =  1 « 3
7я2 <  0028 X  10 <  0і004і
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Мажоранта 2  ип должна вычисляться с избытком:о
4

2  ип <  (0,585 +  0,003) +  0,004 =  0,592;о
таким образом, получаем

0,585 <  /  <  0,592.
5. Для значений t е  ]0,2л[, и в частности, для значения t„, 

ряд сходится к f(t) =  t.
Стало быть, последовательность 5 (tn) — tn имеет преде­

лом 0 , а последовательность S ( t n) — S n (tn) имеет предел 
л — 2л / =  л (1 —- 2 /) . Оценки п. 4 показывают, что л(1 — 2/) <С 
.<  —0,17л; таким образом, предел последовательности £(/„) — 
— S n(tn) не равен нулю.



Здесь нет противоречия со сходимостью в каждой точке по­
следовательности 5 П(/) к S(t) .  В самом деле, последний ре­
зультат влечет только, что при фиксированном tn предел раз­
ности S ( t n) — Sp(tn) при р —*-f-оо равен 0. В последователь­
ности же S{tn) — S n (tn) значение tn переменного зависит от 
номера п.

Нетрудно показать, что сходимость S n к S на [0,2л] не яв­
ляется равномерной: как бы ни было велико N, найдутся такие 
значения t и такие числа п >  N, что

I 5 (0 — S n (t) I >  0 ,17л;
достаточно взять в качестве t числа tn. Следовательно, предел 
последовательности чисел

| | S - S J | =  sup |S ( 0 - S „ ( 0 l
не равен нулю.



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В этих задачах значительную роль будет играть техника вычислений, 
что должно послужить для студентов возможностью проверить свою способ­
ность доводить вычисления до конца. Было бы совершенно нежелательно, 
если бы они довольствовались отысканием способа решения и не пытались бы 
получить окончательный результат.

Общее решение уравнения или системы уравнений может быть всегда по­
лучено путем прибавления к частному решению общего решения уравнения 
или системы без правой части.

Решение уравнения с разделяющимися переменными:

f ( x )  dx +  g (у) dy =  О

находится по формуле

? У
J f (и) du +  J  g (v) dv =  Cte.

*o У с

Однородные уравнения

решаются следующим образом. Сначала отыскиваются линейные решения 
'  (у — тх), затем исходное уравнение преобразуется в уравнение относительно 

функции переменного t — yjx\ решения последнего уравнения дают осталь­
ные решения исходного уравнения. Можно также воспользоваться полярными 
координатами.

Линейные уравнения

у ' =  а ( х ) у  +  Ь{х).

можно решить следующим образом. Находится решение у\ уравнения без 
правой части и берется новое неизвестное г , определенное равенством у =  yiZ.

Если функция f непрерывна в области D, дифференцируема по у в этой 
области и ее производная f  ограничена в D, то уравнение

У' =  / (*. У)
имеет, и притом единственное, решение у, удовлетворяющее условию у(х0) =  уо 
для любой точки (*о, Уо) е  D.

Неполные уравнения второго порядка: если х в явном виде отсутствует 
в уравнении, то находят уравнение, удовлетворяемое функцией г, которая у



ставит в соответствие у ’. Это уравнение первого порядка; если оно интегри­
руется, то X получается затем квадратурой.

Интегралы линейного уравнения без правой части второго порядка обра­
зуют двумерное векторное пространство над полем действительных или ком­
плексных чисел, в зависимости от того, принимают ли исследуемые решения 
действительные или комплексные значения. Если известно одно решение у\, 
то остальные решения получаются квадратурами; для этого следует в каче­
стве нового неизвестного взять функцию г, определяемую равенством -у =  y\Z.

Символическая запись системы линейных дифференциальных уравнений 
первого порядка с постоянными коэффициентами:

Если матрица А имеет различные собственные значения r s и если Ѵі 
есть собственный вектор, соответствующий значению г<, то общее решение 
системы имеет вид

где Хі — произвольные постоянные. Если не все собственные значения раз­
личны, то упрощаем максимально матрицу А, сделав замену базиса (но при 
этом не всегда можно получить диагональную матрицу) и исследуем преобра­
зованную систему, полученную заменой соответствующих переменных. 

Линейное уравнение с постоянными коэффициентами:

уы) +  aty{n~ 1] +  . . .  +  апу =  О

равносильно системе

« ] = / .  «2 =  «п •••. и„_і=м '_2,

«ч-1 +  аі“« -1+  =  0.
Следовательно, применимы методы предыдущего пункта, и в частности, 
числа г, обладающие тем свойством, что ert является решением уравнения, 
определяются характеристическим уравнением

rn +  a , r n - I +  . . .  + « ч  =  0.

Если корни этого уравнения различны, то соответствующие экспоненты 
еті составляют базис векторного пространства решений.

УСЛОВИЯ ЗАДАЧ

8.01. Проинтегрировать дифференциальное уравнение

У/ 1 +  у2
1 +  X2

и показать, что решения можно получить, записав, что много­
член от X и от у  равен нулю.

8.02. Найти решения дифференциального уравнения
х '  sin t  —  X  cos t  =  e' sin41.

Показать, что для некоторых значений t  не существует или су­
ществует бесконечное множество решений, принимающих за­
данное значение Хо-



8.03. 1. Найти решения дифференциального уравнения
х{\  +  Х2)* / '-< /(х 2-  1) +  2х =  0.

Существуют ли решения, определенные для всех действи­
тельных X?

2. Рассмотрим касательные к интегральным кривым в точке 
с абсциссой хо ф  0. Показать, что эти касательные проходят 
через одну точку, координаты которой являются функциями 
от х0.

8.04. 1. Найти решения дифференциального уравнения
у '  (у 2 — X2 —  2 ху)  +  у 2 —  X2 +  2 х у  =  0 . (Е )

2. Показать, что можно найти такую функцию <р перемен­
ного и =  X2 +  У2, что произведение

Ф (х2 +  у2) [{у2 — X2 +  2ху) dx +  (у 2 — X2 — 2ху) dy]
является дифференциалом функции U двух переменных х и  у.

Выбрать одну из возможных функций <р и вычислить соот­
ветствующую функцию U. Найти таким способом решения урав­
нения (Е).

8.05. Найти решения уравнения
ху'  +  у =  хуг.

8.06. Рассмотрим дифференциальное уравнение
х(х +  2 ) /  +  ( х + 1) у - 1 = 0 . (В)

1. Найти степенной ряд 2  апхп, сумма которого была бы 
решением уравнения (Е ), и вычислить его радиус сходимости.

2. Выразить сумму предыдущего ряда при помощи элемен­
тарных функций.

8.07. Дано дифференциальное уравнение

у'  +  ху'2 — у — 0.
1. Применяя теорему о существовании решений дифферен­

циального уравнения первого порядка, показать, что через каж­
дую точку области D, определяемую неравенством 4ху -)- 1 >  0, 
проходит хотя бы одна интегральная кривая (рассмотреть, 
в частности, точки оси Оу).

2. Найти интегральные кривые уравнения (Е), являющиеся 
прямыми.

3. Найти остальные интегральные кривые уравнения (Е ), 
отыскивая функции t - * x  и t - * y  переменного у' =  t. Изучение 
этих интегральных кривых не требуется.

4. Найти геометрическое место точек интегральных кривых, 
в которых касательная имеет заданный наклон т.

8.08. Найти решения дифференциального уравнения
у - х у '  +  у 'ъ =  0 .



8.09. Найти решения дифференциального уравнения

у г +  у'3 — уу '  =  0. (Е)
8.10. Найти решения дифференциального уравнения

3 (х2 — 1) у2у'  +  ху3 =  х3 +  х2 — х — 1

на двух интервалах —1 <  х <  1 и х > 1.
8.11. Найти решения следующих дифференциальных уравне­

ний (принадлежащих к классическим типам):

(*2 +  #2)(1 +  У'*) =  4 (У — ху')2, (Л)
2х(х-\- 1) у'  — у =  г/3 arcsin JC, (В)

х6у'2 =  4у (х — 2)2, (С)

х +  УУ' =  У,Ъ• (D)
8.12. Дано-дифференциальное уравнение

4 х2у 'г — у2 =  ху3. (£)
1. Показать, что кривая, симметричная относительно 0 к ин­

тегральной кривой уравнения (£), также будет интегральной 
кривой этого уравнения.

2. Преобразуем уравнение (£) заменой переменных ТаЬ:
X —  аХ, y — bY (а п b —  постоянные).

Какое соотношение (R) должно существовать между а и Ь, 
чтобы преобразованное уравнение было уравнением (£)? 
Найти функцию / от двух переменных х и  у, инвариантную от­
носительно всех замен ТаЬ переменных, удовлетворяющих со­
отношению (R).

3. Положим для строго положительных у

u =  f{x, у), V =  \п у.
Показать, не производя вычислений, что уравнение (Е'), полу­
ченное из (Е) этой заменой, интегрируется одной квадратурой.

4. Составить уравнение (£')'> найти его решение и составить 
уравнения интегральных кривых уравнения (£).

8.13. Рассмотрим дифференциальное уравнение

( у - х ) у "  +  (1 +  у'){1 +  у'2) ^ 0 .  (Е)
1. Найти такую функцию /, чтобы множество решений урав­

нения (Е) совпадало с множеством решений уравнений
(У — х)! {у') =  а, (еа,)

где а — произвольная постоянная.
2. Найти решения уравнения (Е).



8.14. Найти решения дифференциального уравнения

\ + у ' г - У У "  =  0 . (Е)
8.15. Найти решения уравнения

2i/y" +  i / 2^ l .
8.16. 1. Дано дифференциальное уравнение

(1 +  х2)у"  +  ху' — j # = 0 . (£)

Проверить, что функция

х - > Ѵ х  +  + * 2

является решением уравнения (Е), и найти остальные решения. 
2. Найти разложение в степенной ряд по х функции

X —*■ Ѵ х  +  Y 1 +  X2 .

8.17. 1. Обозначим через р и q две непрерывные и непре­
рывно дифференцируемые комплексные функции действитель­
ного переменного t. Как нужно выбрать эти две функции, чтобы 
дифференциальное уравнение

х" +  рх' +  qx =  0 (Е)
имело два решения и и ѵ, произведение которых равно 1?

2. Предположим теперь, что функции р и q принимают дей­
ствительные значения. При каком условии уравнение (Е) имеет 
два действительных решения и и ѵ, произведение которых 
равно 1?

Показать, что если таких решений ,ие существует, то суще­
ствуют действительные решения у и г, удовлетворяющие ра­
венству у2 +  г2 =  1.

8.18. Найти решения дифференциального уравнения
у " - 2 у '  +  у  =  2 sh X,

обращающиеся вместе со своей первой производной в нуль при
X =  0 .

8.19. Найти решения дифференциального уравнения
L (х) =  х '"  +  х" +  х' - f  X =  sin t +  t2e‘.

8.20. Найти общее решение дифференциального уравнения
х2у" — 2у =  X4 cos X.

8.21. Дано дифференциальное уравнение

^ - 2*-йг +  (*2- ^  =  0 (£)
(р — заданное действительное число) .



1. Обозначим через Th преобразование вида 
x =  Xi +  k, у —  q> {k) екхух

(k — произвольная постоянная, ср — заданная функция).
Показать, что уравнение (£ '), полученное из (Е) преобра­

зованием Ти, тождественно (Е).
2. Показать, что функция ф может быть выбрана так, чтобы 

преобразования Th образовывали группу (G), изоморфную ад­
дитивной группе действительных чисел (показать, что можно 
взять в качестве ІПф некоторый многочлен от k).

Найти функцию f двух переменных х и у, инвариантную от­
носительно преобразований Tk группы G.

3. Возьмем в качестве новой неизвестной функции функцию 
z вида

Указать априори вид дифференциального уравнения (Е'), 
которому удовлетворяет функция г.

Найти в явном виде (Е') и отыскать решения уравнений 
(Е') и (Е).

8.22. 1. Найти решения системы дифференциальных урав­
нений

z(x) =  f[x, у(х)\.

W = ~ x +  2 y +  z. (1)

2. Найти решение системы

(2)

удовлетворяющее условиям
* (0 )= 1 , У (0) =  0, г(0) — 0.

8.23. Найти решение системы



удовлетворяющее условиям
*(0) = 1, tj(0) =  j, z(0) =  j2.

Показать, что если М, N, Р — изображение чисел x(t), y(t) 
и z(t) в комплексной плоскости, то треугольник MNP — равно­
сторонний.

8.24. Найти решения системы

4 f + 3 ! - 4 * + <h' “ 0'

#  +  £ - * + 4 , - 0 .

(S)

8.25. Дана система дифференциальных уравнений
х' = х  + у ,
у'  =  — X +  3 у.

1. Показать, что надлежащей заменой переменных система (S) 
может быть преобразована в систему

и' =  2м +  kv,
✓  <s '>

Проинтегрировать системы (бц) и (5).
2. Показать, что функции х в решении (х, у) системы (S) 

являются решениями некоторого линейного дифференциального 
уравнения второго порядка. Отсюда найти вновь решения си­
стемы (5).

3. Найти решения системы
х' =  X -f- у  +  sin, t, 
у'  =  — X +  Зу. (£)

8.26. Найти решения системы

-^L =  8x — у — 5z,

— ~  +  Зу +  z, (S)

4 L  =  4 x - y - z .

Матрица А этой системы исследована в задаче 3.46, и ре­
зультаты этого исследования рекомендуется использовать.

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

8.01. Это есть уравнение с разделяющимися переменными;
d y  ___  d x

ѵт+ip ~r- y r + w



Л

du
у  1 +  и2

полагая С

у
Г du______

J КГТП5" “
=  ln (X +  Ѵ \ + х 2) -  ln (у +  У I +  г/2 ) =  с . 

In À, приходим к равенству

х +  \ Л + * 2 = Л ( у + 1 Л  +  4гО,
откуда путем простых выкладок получаем

4Я2 (X2 +  у2) -  4Л(І +  Я2) ху -  (Я2 -  I)2 =  0.
8 .02 . Уравнение линейно; поэтому сначала найдем решение 

однородного уравнения. Кроме того, допустим, что ля <  ( <  
< ( п + 1)зт (и — целое), чтобы на рассматриваемом интервале 
синус не обращался в нуль:

X
cos t 
sin t =^x — C sin t.

Для отыскания решений полного уравнения возьмем в ка­
честве неизвестной функции у функцию, определяемую равен­
ством X =  у sin t; имеем

t
у ' sin2 1 =  e* sin4 1 =ф y (t) — yQ —  J eu sin2 и du. 

Записывая, что
p‘U _  e-iu

sin u = -----27----- ,
получаем

У (t) — yo
g2iu _  e-2iu

du =

e
~2

eu (1+2i) 
' • 4 ( 1 + 2 / )

e ' i f

pu(l-21) -]t
2 0  J

e2iu ( 1 -  2Q e~2iu (1 +  2i)
20 20 Ч :

У V) — e‘
' 1 cos 2t +  2 sin 21
T  TÔ

x(t) e' sin t (-g cos 2t +  2 sin 2t
' ÏÔ +  Àsinf.

При t —* ля функция x(t) стремится к 0; стало быть, имеется 
бесконечно много решений, принимающих в точках ля значе­
ние 0 , и не существует решений, принимающих в ля значение, 
отличное от нуля.
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8.03. 1. Уравнение линейно. Решение однородного уравнения
у '  _  х 2 — \ ___ _______1 . 2х
у  X (  1 +  X2) X X2 +  1

имеет вид

Возьмем теперь в качестве неизвестного функцию г, опре­
деляемую равенством у =  z{x2 +  1)/х; тогда

( 1 +  X2)2 z'  +  2х =  0 ==> г =  +  к.
Общее решение имеет вид

_  1 , х  х 2 +  1 _  Ял:2 +  ( 1 +  Л)
У X ‘ X X

Если х -* 0 , то у —* ± оо ,  кроме случая к = —1, когда 
у =  —X, что и является единственным решением, определенным 
для всех X.

Действительно, теорема о существовании решений диффе­
ренциального уравнения применена к уравнению, представи­
мому в форме у' =  f{x, у)\ а в данном случае это невозможно, 
так как для х =  0 коэффициент при //' равен нулю.

2. Запишем уравнение в виде
/  =  Р(*) У +  <7 00-

Касательная к интегральной кривой в точке (х0, уо) имеет урав­
нение

Y -  У о =  У о {X -  х0) =  [Р (х0) у0 +  q (х0)] (X  -  х0),
или

[Y — q («о) W — х0)] — Уо [1 +  Р (х0) (X  — х0)] =  0.
Это уравнение удовлетворяется при любом у0 решением (X , F) 
системы

Y — q (хо) (X  — х0) =  О, X — х0 — ,

1 +  Р (Хо) (X — Х 0) =  0 ^  Y =  — q (х0)/р (х0).
Здесь

р{х)

X

X2 -  1

х ( х 2 +  1 )  ’

— 2*о

q{x)

Y

- 2
\ +  X2 ’
2*о

8.04. 1. Уравнение однородно; классический метод интегри­
рования состоит в отыскании дифференциального уравнения, 
удовлетворяемого функцией х переменного t =  ylx. Но этот 
метод неприменим к решениям, для которых у!х равно постоян­



ной m; найдем сначала эти частные решения, т является ре­
шением уравнения

т (т2 — 1 — 2т) +  (т2 — 1 +  2т) — (т — 1) (т2 +  1) =  0 .
Таким образом, единственным решением этого типа будет 

У  =  X.
Для нахождения остальных решений имеем: 

y — tx, dy — d (tx) — X dt +  t dx,
(.xdt +  t dx) (t2-  1 -  2 0  +  (t2 -  1 +  2 0  dx =  0 ,
d x  _ _  f 2 —  1 —  2 /  _ _ /  1 2 t \

X a t {t -  l ) ( / 2 +  1) W - l  t2 +  \ ) a t '
и следовательно,

x - cx b t2 + l ’ У = d  (< — 1)
t2 + 1 '

Интегральными кривыми являются окружности, касающиеся 
в начале координат биссектрисы координатного угла (прямой 
у =  х)\ уравнение в декартовых координатах одной из этих 
окружностей получается, например, путем замены / на у/х в вы­
ражении для x (в предположении х Ф  0 ):

х =  С ^ ^ - ^ х 2 +  у2 =  С ( у - х ) .

2. Для того чтобы выражение A (x, у) dx +  В (x, у) dy было 
дифференциалом функции U, необходимо, при условии непре­
рывной дифференцируемости А и В, чтобы

дА _  дБ , 
ду ~  дх ’

обозначив через ф' производную функции ф независимого пере­
менного и, получаем

2 г/ф' (х2 +  у2) [у2 — х2 +  2ху] +  2ф (х2 +  у2) [х +  у] =
— 2*<р' (x2 +  у2) [у2 — x2 — 2ху] — 2ф (х2 +  у2) [х +  у],

откуда
2ф' (х2 +  у2) [х3 +  Уь +  х2у +  ху2] +  4ф (х2 +  у2) [х +  у] =  0, 

и, после сокращения на х - \ - у ,
2ф' (х2 +  у2) [х2 +  у2] +  4ф (х2 -f  у2) =  0 ;

U(f' (U) -f- 2ф (и) =  0 ф (и) =  -jß =ф ф (X2 Н- у2) — ^ 2  у2у •

При À = 1  функция U находится из соотношений
dU у2 — х2 +  2*(/ дU   у2 —  x2 —  2ху

~ Ш " ~  (х2 +  у2)2 ’ ду ~~ (х2 +  у2)2

и имеет вид
и  = Х - У  

( X 2 +  У 2)
+  и 0.



Уравнение (Е ) может быть заменено уравнением сШ =  0; 
следовательно, решения определяются соотношением U = const, 
т. е.

х — у _  к
(*2 +  у2) — Л ‘

При К =  0 находим вновь у — х, а при других значениях К —

х2 +  у2= - - ^ ( у  — х).

Полагая —1 /К =  С, получаем в точности те же уравнения 
окружностей, что и в п. 1.

8.05. Это есть уравнение Бернулли; оно может быть запи­
сано в виде

ху'у_3 +  у -2  =  лг,
или, если взять в качестве неизвестной функции у~2 =  и, 
— в виде

и' .— Х-£- +  и =  х .

Решаем однородное уравнение:

Приняв, далее, в качестве неизвестного ѵ функцию, опреде­
ляемую равенством и =  ѵх2, получаем

— ü'JL. ==x ^ v = ~ - \ - ‘k=^u — 2 x Jr  Хх2, у — (2х +  Хх2)~1/‘ .

8.06. 1. Предположим, что радиус сходимости р ряда отли­
чен от нуля; внутри интервала сходимости, как известно,

4*оо 4*°о

У =  2  апхп #  у'  =  2  папхп~ \о о
и тогда левая часть уравнения имеет вид

+ 00

а0 — 1 +  (За, +  а0) х  +  2  [«а«-і 4- (2п 4- 1) ап] хп =  0.
2

Если степенной ряд обращается в нуль, то все его коэффи­
циенты равны нулю (как производные суммы в точке х  =  О, 
умноженные на 1/я!):

, _ 1 „ . п
« о  а і  з  » • • • * а п  2 «  +  1

Признак Даламбера позволяет сразу же найти радиус схо 
димости р ряда:

lim
П-» оо

апх п

а п ~ і Х п~1
lim ----—n-+OQ 2rt +  1

L£i
2 p — 2 ,



Следовательно, существует степенной ряд, сумма которого 
является решением уравнения; его радиус сходимости равен 2 ; 
это есть ряд

о
2. Уравнение (Е ) линейно; найдем его решения классиче­

ским способом.
Решаем однородное уравнение:

У' ... * + і  „ ч  .. С
у *(* +  2) У }Г\х(х + 2)\

Возьмем в качестве нового неизвестного функцию z :
_______ г_____

у ~  v u x r t W
и решим полученное уравнение:

X (х  +  2) г ' 
V \ х ( х  +  2)\

dt.

Для вычисления интеграла рассмотрим отдельно два случая 
в зависимости от знака выражения /( /  +  2 ).

а) - 2 < * < 0 # | f ( f  +  2) | = - f ( f  +  2),

2  (л:) =  к  +

X

Г - d t
V  -  t (t +  2)

=  k — arcsin (X +  1);

6 ) / > 0 # | / ( /  +  2) |  =  f(f +  2),
X

г{х) =  к +  j  у = ^ . - =  р +  \п[ (х+  1) + V M *  +  2) ].

(Для t <  —2 исследование аналогично, но нас оно не ин­
тересует, так как ряд сходится на ]—2 , 2[.)

Решения уравнения (Е) имеют вид:

У(х)
Я — arcsin (х +  1)
V  - * ( *  +  2 )

если — 2 <  X <  0 ;

„  /„ч _  и +  1п [ ( x + \ ) + Ÿ x ( x  +  î ) \

Н ) ~  V T ^ + W
если 0 <  л: <  2 .

При X—>-0 знаменатель стремится к 0, и эти решения стремятся 
к ± о о ,  кроме, быть может, тех, у которых числитель при х = 0  
равен нулю, а именно, тех, которые получаются при

À =  arcsin 1 , (А =  0 .



Мы знаем, что существует решение, остающееся ограничен­
ным при х —»-0 , а именно, функция л: —► 5 (.ѵ) ; но как мы только 
что показали, такое решение на каждом из интервалов ]—2 , 0[ 
и ]0 , 2[ единственно; поэтому получаем

S(x) =  

S (х) =

я/2 — arcsin (х +  1 ) __ arccos (х +  1)
Ѵ ~ х { х  +  2) ~ У ^ - х ( х  +  2 ) ’

In [(х +  1) +  У х  {х +  2) ] __ arch (х +  1)
V x  (X +  2) ~  Ѵ х ( х  +  2)

если — 2 <  л: <  0 ; 

-, если 0 <  X <  2 ,

8.07. 1. Решая исходное уравнение относительно у', получаем 
два решения, если 4ху +  1 >  0 и х ф  0 ; одно из этих решений 
при X — >0 стремится к ±оо, а другое к у\ это второе решение 
мы и рассмотрим:

y' =  f(x,  у),

f{x, y) =  ~ 1 + ^2х У+ ' для /(° . У)=У-

Функция f определена и непрерывна в области D; в самом 
деле, при (*, г/)->(0 , у0)

/ 1  +  4ху =  1 +  2ху +  2хуг (х, у) =  1 +  2ху0 +  хе, (х, ^), 

где « (х, у) и е, (х, у) стремятся к 0 при (х, у) -> (0 , у0), и

f (х, у) — Уо +  4  8і (х> y ) - >yo =  f  (0, г/о) при (х, у) (0, у0).

Функция f дифференцируема по у в области D, и 

îy(x, у) =  у = = = ,  если х ф О ,  / ' ( 0 , у) =  1,

т. е.

/^(*. У)
1

j/"4xÿ +  1
при любом X.

Производная / ' ограничена в области £>а, определяемой 
условиями 4ху +  1 ^  а >  0. Следовательно, через любую точку 
области Da проходит одна и только одна интегральная кривая 
уравнения y' =  f (x ,y )  (см. Пизо и Заманский, книга IV, гл. VI, 
1-й раздел, § 3). Каждая точка (х0, уо) области D принадлежит 
некоторой области Da (достаточно взять 4х0у0 +  1 >  а >  0), и 
значит, через любую точку области D проходит одна и только 
одна интегральная кривая уравнения y' — f (x ,y ) .

З а м е ч а н и я ,  а) То же самое исследование, проведенное 
для уравнения

- І - і А л у + І  
J 2х



показывает, что через любую точку области D, не лежащую 
на Оу, проходит одна и только одна интегральная кривая этого 
уравнения.

б) При отыскании интегральных кривых, а не решений урав­
нения (Е ), полезно заметить, что х и  у входят в уравнение 
симметрично и (Е ) может быть записано в виде

dxdy  -\г X dy2 — у dx2 =  0.
В такой записи очевидно, что ось Оу, определяемая уравне­
нием X =  0 (так что и dx =  0), есть интегральная кривая. Итак, 
через каждую точку области D, определенной условием 4ху -j- 
+  1 >  0 , проходят ровно две интегральные кривые уравне­
ния (Е ). Любой точке (хо, Уо) из D при хо ф О  соответствуют 
две функции у, являющиеся решениями уравнения (Е) и такие, 
что у(х0) =  Уо, и только одна — в случае х0 =  0.

2. Для того чтобы прямая у =  тх +  р была интегральной 
кривой для (Е ), необходимо и достаточно, в силу равенства 
у' — т, чтобы

у =  тх +  р =  хт2 +  т,
т. е.

т =  0 или 1 и р — т\ 
отсюда получаем два решения:

0  =  0 , у =  х +  1.
3. Для остальных интегральных кривых у' есть переменное 

и может быть выбрано в качестве параметра на кривой; заме­
няем тогда уравнение (Е ) системой

y =  t +  xt2, у =  t +  xt2,
АЛ .

dy — t d x ~ d ( t  +  xt2) — t) — 2xt-{- 1.

Последнее уравнение линейно и решается классическим спо­
собом: сначала решаем однородное уравнение

dx
X y z r f d t  =Ф X к

( t - 1)* 5

далее вводим новую функцию и:

и получаем 
и' t

1 - 1

л  ~  (t -  I)2

1 =Ф и' =  =ф и =  1п (Ct) - 1.

Отсюда окончательно находим

X =

у — t +  xt2 —

ln (Ct) — t 
{ t - \ y  ’ 

t2 \n {Ct) -  W  +  t 
{ t - \ y



Для проверки выкладок можно вычислить dx/dt, dy/dt и у'
dx _ ( 1 / / -  1 ) ( г -  1) — 2 [In (Ct) — _  — 2t ln (Ct) - M 2 +  2/ — 1
dt ~~ (t — l)2 ~  t ( t — l)2

dy _  [2t ln (Ct) — 3/ +  1 ] (/ — 1 ) — 2 [f2 ln (Ct) — 2t2 +  t] 
dt ~~ (t -  l)2 ~~

— 2t \n (Ct) +  t2 +  2t -  1 
—  ( t -  l )2

итак, получаем
dy . dX 

y  ~  dt ‘ dt

4. Наклон у касательных к интегральным кривым, проходя­
щим через точку (х,у),  удовлетворяет уравнению

ху2 +  р — у — 0 .

Если это уравнение имеет два различных корня, то точка 
(х, у) принадлежит области D, а тогда, как известно, суще­
ствуют две интегральные кривые, проходящие через эту точку.

Следовательно, искомое геометрическое место есть прямая 
Ат, имеющая уравнение

хт 2-\- т — у =  0 ,’

кроме, быть может, точки с координатами х =  —1/2т, у=т /2 ,  
не принадлежащей D, так как 4ху + 1 = 0 .

Более точное исследование позволяет установить, что точки 
гиперболы уравнения 4ху + 1 = 0  являются точками возврата 
интегральных кривых (в этих точках dx/dt — dy/dt — 0) и что 
касательная к интегральной кривой снова имеет наклон t, яв­
ляющийся двойным корнем уравнения xt2 +  / — у =  0. Следо­
вательно, вся прямая Ащ и является искомым геометрическим 
местом.

8.08. Это уравнение есть частный случай уравнения Лагран­
жа; оно принадлежит к типу уравнений Клеро.

Решениями этого уравнения являются линейные функции 
вида

у (х) — тх — т 3

(т — произвольная постоянная).
Кроме того, имеется решение, для которого у' не является 

постоянной; у'  принимается за независимое переменное t, что 
дает

y =  xt — t \  y  =  xt — t3,
dy — td x  =  d(xt — tz) ^ ( x  — 312) dt — 0 ,

X  —  312, op

y c=2 t * ^ y==T y f X‘,i (e = ± 1 ).



Но мы знаем, что полученная таким образом интегральная 
кривая имеет в качестве касательных прямые, изображающие 
найденные ранее линейные функции.

8.09. Уравнение является уравнением с разделяющимися пе­
ременными, так как в нем х не фигурирует явно, но решить 
его относительно у' трудно. Поэтому воспользуемся параметри­
ческим представлением, положив

откуда
У =  ty',

, ' t _  t2
У 1 +  <з > У 1 +  t3 ’

Тогда функция t -> x  определяется равенствами

dy t (2 -  t3) 
(1 -И 3)2

dt — y 'd x  — t
1 -H 3 dx.

Уравнению удовлетворяет t — 0, что дает для уравнения (£) 
решение у — 0. В остальных случаях

t
dx =  Y T ^ d t = (-1 + T ^ rw ) d t ^ x  =  x0- t  + J -ĵ y,

t,

I M u  
1 +  u3 J ( ï T +

— «4-2 
u2 — и +  1

(< + l )2 ]
t2 -  t +  1 J +  V̂ 3 arctg ^ - ( 2 t - l )  +  Cte.

Окончательно для обоих интервалов t < — 1 и / > —1 по­
лучаем:

J / + ÿ T ] +  /3 'a r c t g [ - Ç - ( 2 / -  1)],X  ■

У

Я, — t +  y  In t2 —1 +

1 -и3 '
8.10. Заданное уравнение не принадлежит к классическому 

типу; но если взять новую неизвестную функцию Y =  у3, то 
получится линейное уравнение

(х2 -  1) Y'  +  хУ =  г» +  я2 -  X -  1.
Решаем однородное уравнение

Г  _  - X  _  С
Y ~~ X2 -  1 1=9 V\ X2 -  1 I *

Замена неизвестной функции

Y =



приводит к уравнению 

(*2-  1) =  X3 +  X2 — X — 1 =  {х +  1) (х2 — 1),
Ѵ \  X2 —  1

откуда, учитывая, что х2 — 1 ф  0 , получаем

г' =  ( х +  \ ) Ѵ \ х 2-  1 | = ф 2 - 2 о =  J ( / +  1)1^112~  1 I dt.
*»

Если x >  1, то замена переменных t — ch и дает: 
и

г  — го ■ ( 1 - f ch u ) s h 2 «d« =  ^— Y  +
и,

и , sh 2ц sh3 и

'=  - ± \ п { х + Ѵ х 2-  1 ) +  £  —9--  ’■ + - -  1 +

Ѵ Ѵ -  1 =$У =
п

Ѵ х2- \
Если ] х | <  1, то выбираем переменное и — arccos/; получаем 

и,
Г zi I ч . о j  Гц sin 2u . sin3 цz — z0 =  — J (1 - f  cosu) sin2 udu =  — l y ------ -̂----1-----—

и
1 I д : У і —  X2 ( 1  —  X2) Y I —  X2 . ,z — — 2 arccos X H------- 2------------------- 4j----------- H К

и, как и в предыдущем случае,

] .

У-
П

Ѵ \ -  X2

8.11. Решения будут проводиться в сокращенной форме, 
так как аналогичные примеры уже рассматривались в преды­
дущих задачах.

А) Уравнение однородно (см. задачу 8.04, п. 1). В качестве 
переменного можно взять t =  ylx или, в полярных координатах, 
x =  rcos0 , у — г sin Ѳ:

(х2 +  у2) (dx2 +  dy2) =  г2 [г2 +

X dy — у dx =  г2 dB, 
r2(r2 +  г'3) =  4г4ффг2 +  г'2 — 4г2,

dQ2,

г' =  гг У 3 , (е =  ±  1 ) =# г ■Гф, е / з  Ѳ

В) Это — уравнение Бернулли (см. задачу 8.05), определен­
ное для — 1 <  X <  1.



Уравнение линейно, если взять в качестве неизвестного
и — у - 2.

— X (х +  1 )и'  — и — arcsin х. 
Решаем однородное уравнение

и
и

1
* ( * + і )  =#Ы: 

Выбираем новое неизвестное ѵ.
* + і  .

Х +  1

и =  ѵ
получаем

— ѵ' (х +  I)2 — arcsin X =# V Ѵо
X

*о

arcsin X
(' +  О2

dt.

Интегрируем по частям:
X

ѵ0__/ arcsin t \ x __  Г
V t +  I l ~  J

dt
(<+ \ ) V T = ¥

У- 2  . arcsin X

^ a r c s i n j r
* + l  '  l +  * +  L

+ Y l +  К x +

С) Это — уравнение с разделяющимися переменными (см. 
задачу 8 .01):

dy X — 2— е -------
2 Ѵу

У

d x = $ e Y y  = -

_  (Хх2 -  х +  1)г

1 + J -  +  A,

D) Это — уравнение Лагранжа (см. задачу 8.07). Никакая аф­
финная функция у — тх +  р не может служить решением, так 
как нужно, чтобы т =  — \/т или т 2 +  1 =  0. Выберем пара­
метр у ' — t:

x +  yt =  t3, x + y t  =  t3,

dx =  y  dy =  d (t3 — yt) 1 j~"~ 4f- +  У =  3/2.

Последнее уравнение линейно.
Решаем однородное уравнение 

dy — t dt 

У
V ^—т' У —  .------- -.

t2 + 1  Y  t2 + 1

Вводим новое неизвестное z  по формуле y =  z [ Y t 2 +  1 ; 
тогда

t2+  1 
t

= З̂2 2 =  го + J
X,»

313 dt
V t 2+ 1 '



Взяв в качестве переменного u =  \ / t 2-\- 1, получаем

- z =  u3- 3 u  +  X=$y =  t2- 2  +  —
* V t2 + 1

x=rt3 — yt =Ф X  =  2 t ------— .
'  y V t2+ 1

8.12. 1. При переходе от кривой к симметричной ей кривой 
относительно 0 , переменные х, у и у'  заменяются на — х, 
— у, у', и уравнение (Е) снова удовлетворяется.

2. Уравнение, преобразованное из (£) посредством ТаЬ, 
имеет вид

4b2X2Y'2 -  b2Y2 =  ab3XY 3.
Оно тождественно уравнению (Е ), если ab =  1 (соотношение 
(R) ). Функцию f получить легко, если заметить, что соотно­
шение (R) может быть записано в форме

ab =  - Y j -  =  l=$xy =  XY;

следовательно, f может быть определена равенством f(x, у) =ху .  
(Очевидно, что любая функция переменного ху тоже является 
решением.)

3. Уравнение (£ '), преобразованное из (£) заменой перемен­
ных и — ху, и =  In у, инвариантно относительно преобразова­
ний Ѳа, і/а, полученных из преобразований Гц, i/o заменой пере­
менных и, следовательно, определяемых соотношениями

х =  аХ, и — U,
. или

у — — Y v = V  — \n а.ѵ а

Таким образом, если (Е ') есть уравнение dv/du =  <p(«, v ) , то 
должно выполняться

-^ -  =  ф (£, Ѵ)=ф-£р =  <р (и, о +  In а) — ф (и, ѵ).

А так как In а произвольно, то это соотношение влечет, что ф 
есть функция только одного переменного и и что, следовательно,

U

=  ф (и) =#> v =  ѵ0 +  J* ф (t) dt.

4. По определению и и ѵ,
х =  ие~ѵ, dx =  е~ѵ (du — и dv), 
у =  еѵ ^  dy =  ev dv.

Следовательно, уравнение (Е'), преобразованное из (Е ), имеет 
вид

4и2 dv2 — (1 - f  и) (du — и dv f .



Необходимо^ чтобы 1 +  и ^  0, т. е. l ' - f x y ^ O  (возвращаясь 
к уравнению (Е ), видим, что это условие необходимо для су­
ществования значения у ', удовлетворяющего уравнению). Тогда

2еи dv — Y 1 +  и {du — и dv) (е =  ±  1 ),
и dv ( ] / l  +  и +  2е) =  \Л  +  и du.

Уравнение (Е') справедливо, если: ы =  0, т. е. х =  0 или у — 0; 
] / і  +  « = 2 ,  т. е. ху =  3. В остальных случаях, взяв в каче­
стве параметра / =  ] / і + ы ,  получаем 

21* dt
d v  ~  (t2 -  l ) { t  +  2 e )  —

_ [  1 1 ,____ !___ 1 , 8  1 ! . .
L 1 +  2e t -  1 1 -  2e ' t +  I "** 3 ’ t +  2e a l ’

t . e.
если e =  1, v =  v0-\- j l n | ( /  — 1)(H~ l)-3 (/ +  2)8|;

если e =  — 1, ü =  ü0- f l n  I ( /+  1)(/ — l)-3 (/ — 2 )8|.

Из выражения для v сразу же выводим выражение для у, 
затем для х, поскольку ху =  и =  t2 — 1 ; полученные резуль­
таты справедливы для у >  0. Отсюда переходим к общему 
случаю, используя результат из п. 1: любой интегральной кри­
вой соответствует ей симметричная относительно 0 .

Итак, параметрические уравнения двух семейств интеграль­
ных кривых (кроме осей и гиперболы ху — 3) имеют вид:

У =  У о ( і -  l),/8tf +  2)8/* (/+  I)"1,

X =  у  о 1 ( і +  1 f  {t — 1 ) h {t +  2) /s;
У =  Уо(і+  1)'/з(̂  — 2)*ls(t — l)-1,
x =  y - l ( t - l f { t + \)',> ( t - 2 r sl\

Но если t' =  —t, то оба семейства кривых взаимозаменяемы; 
следовательно, все интегральные кривые уравнения (Е) полу­
чаются рассмотрением только одного из двух семейств.

8.13. 1. Дифференцируя уравнение (еа), убеждаемся, что 
решения уравнения (еа) удовлетворяют уравнению

( у ' - 1 ) 1 ( у ' )  +  ( у - х ) Г ( у ' ) у " = * о .
Обратно, любое решение этого уравнения является решением 

одного из уравнений (еа).
Для того чтобы функция f была искомой, необходимо и до­

статочно, чтобы (Е') было тождественно (Е), т. е.

|» - - ; » ш = ( 1+ г / 0 ( , +  у" ).



Следовательно, функция f  определяется соотношениями
V (ц) _____ ч — \  _ 1 л . и г (и\ _  г  1
/ ( « ) “ ( «+ 1) (и2 +  U и +  I ~  и2+  1 уи> ы+ 1  •
Находим функцию f, задавая С произвольное значение, на­

пример, равное 1.
2. Уравнение (еа) есть уравнение Лагранжа. Единственная 

линейная функция, удовлетворяющая (еа), есть функция

y =  x +  j j j y = = x + a V 2 -

Находим остальные решения, взяв в качестве независимого 
переменного t — у'\

у =  х + а t +  1
V t2+ 1 ’

У =  х +  а
t +

dy — t dx =  dx +  a —— *-̂ 4г u (/2 +  i) /s

V t 2+ 1 ’
dx- a dt

(t2+ l ) 3l> ’
t . e.

x = — at
V~t* T T

■%

y
a

Ÿ t * T T
+  *0-

Положив t — tg<p, видим, что интегральные кривые являются 
окружностями.

8.14. Переменное х не фигурирует в уравнении; поэтому пре­
образуем его в уравнение относительно функции у —*у', кото­
рую мы обозначим через z :

у '  =  z  (у)  =Ф У"
dy'    dz dy    dz
dx dy dx Z dy  '

Преобразованное уравнение имеет вид
i l  ? dz  , , 1 dit л
l +  z - y z 4 ï ==l +  u - i > y - d ï = 0’ 

где введена новая неизвестная функция и =  z2.
Линейное уравнение относительно и имеет частное решение 

и =  —1, и значит, имеет общее решение
и =  —■ 1 +  Ку2.

Таким образом, решения уравнения (Е) оп-ределяются соот­
ношениями

У'2= - 1  +  Ьу2 =  -1т(у2- к 2)
^строго положительная постоянная К обозначается через 
Получаем

rt-A± ... == ±  rfjc= # ïn lЯ + ÏJ^ Z  k2 
Vy2- k 2 ^  I k



и, переходя к обратной функции,
£
k :ch ± *0 =  ch *0 ■ у =  k ch - *0

У
8.15. Как и в предыдущей задаче, рассмотрим функцию 
>у', обозначаемую z; как уже показано, у" — zdz/dy.  Имеем

dy 2 z2
1 - Z 2

2z^  +  z> = \,

dz =ф у — уо — — 2z +  ln 1 +  г I
1 - z  Г

Вместо того чтобы решать полученное уравнение относи 
тельно 2 =  у', найдем х  как функцию от z:

dx =  -j  dy — Y - z *  ^  =Ф X — Xo — — ln | 1 — z21.

Можно было бы также заметить, что уравнение записы­
вается в виде

d (у '2) , /а .
* Г  +  » = ‘ :

легко выразить у '3 через х, а затем найти у  квадратурой.
8.16. 1. Положим

У і (х) =  Ѵ х + Ѵ і  +  х2\
имеем

У\{х)l + x / ï T T ^  Ѵх  + у \  + х* __ _ _ _ _ _ _ _ _ _
Уі(Х 2 ' у х +  / Г Т * *  2 \ f \  +  x* 2 Ÿ I + X 2 '

Вычислим у" (х), дифференцируя соотношение
2 У 1 +  X2 у[(х) =  у 1(х);

получаем
2 У Т + Т 2у"(х) +  |/т^ — у[ (х) =  у\ (х) =  

Умножая обе части равенства на -^-Уі +  х2,

У\(х)
2Ѵ\ + х2 ‘ 
получаем урав­

нение (£); таким образом, у\ есть решение этого уравнения.
Чтобы найти решение уравнения (Е), линейно независимое 

с у\, выберем в качестве неизвестного такую функцию z, чтобы 
у =  y xz\ преобразованное уравнение будет иметь вид

y lz" +  z'(2y'l +  j f w y l) ^ 0 - ,

г "  _  2у'і X , _  С 

г у х 1 +  х 2 у\У~\ +  к* '

______________ £ _______________ _ г  Ѵ \  +  X2 —  X _ p  l \ _________ X

(х +  К Г + ^ / н Г * 2 —  V  \ +  х 2 \  К Г + Т 2
z — C {x — УГ+Гх2") +  D.



Следовательно, решения уравнения (Е ) определяются соот* 
ношениями

у (х) =  С Ѵ х  +  ^ Г + Т 2 (х -  ^ Г + Т 2 ) + Д  / *  +  =

= - с  + D /.V + і/г+1?.
2. Функция г/і есть единственное решение уравнения (Е ), 

удовлетворяющее условиям

У{ ( 0) =  1, у \ (0) =  Ѵг-
Теперь мы найдем степенной ряд, являющийся решением 

уравнения (£) и удовлетворяющий двум предыдущим усло­
виям; если такой степенной ряд существует, то его суммой бу­
дет функция у\.

Положим
+ 00

S (х) =  1 +  \  апхп
2

и допустим, что радиус сходимости ряда отличен от нуля; тогда 
на интервале сходимости

+  00 +00

S' (х) =  J  +  2  папх"-'1, S"{x) =  y i n { n - \ ) a nx^-K
1 2

Левая часть уравнения (£) будет степенным рядом, если 
заменить у, у \  у" на S(x), S ' ( x ) и S "(jc); уравнение (Е) будет 
удовлетворяться, когда все коэффициенты этого степенного ряда 
равны нулю, т. е.:

2а2 —■ -j- =  0 =ф а2 =  -g- (І-й член),

6«з +  4  ~  ÿ  =  0 =ф а3 =  — ПГ (2' й член)>

(п +  2) (п +  1) ап+2 +  п (п — 1) ап +  пап — - j  ап =  0 (п-й член),

_  п2 -  ‘/ 4
а"+2 , (п+ 1)(я +  2) йп‘

Предел отношения |а п+2/а п| равен 1; следовательно, радиус 
' сходимости ряда, состоящего из членов четных степеней, ра­

вен 1 (применение правила Даламбера); точно так же, равен 1 
и радиус сходимости ряда из членов нечетных степеней.

Таким образом, радиус сходимости исходного ряда равен 1; 
проведенные выкладки справедливы на интервале ]—1, 1[, зна­
чит, на этом интервале сумма степенного ряда равна

V 7 + V T + W .



Коэффициенты Й2V и q2p+i могут быть вычислены по индук­
ции, и мы находим, что

р - i

р-1  о  А = 1
П (“■-!)

P— I

а2р =  ( -  ІУ~‘ 2

=  ( - 1)р t z L

(2р) !

XX [(2fe— I)2 —
Йо

II М
(2р)!

ТТ Г(2* — о 2 -
( - 1 К

а 2/>+1 ' ~ '  * '  ( 2 р + І ) !  2 ( 2 р + і ) !

8.17. 1. Выразим функцию ѵ и ее производные через функ­
цию и и ее производные:

1 / и' „ 2 и '2 — ии"
V =  — , V — --------г .  о  =  ---------- 5-------  .и и2 и3

Подставив эти выражения в уравнение (Е ), видим, что и 
есть решение системы

2 и' — ии" — рии' +  qu2 =  О, 
и" +  pu' +  qu =  0 . ( 1)

Прибавив к первому уравнению второе, умноженное на и, по­
лучаем эквивалентную систему

2 и' +  2qu2 =  0 ,
и" +  pu' +  qu — 0

и '  —  e Q u ,

и" +  pu' +  qu =  0 , (2)

где через Q обозначен один из квадратных корней из —q, а че­
рез е — одно из двух чисел ± 1.

Тогда первое уравнение дает

и (t) — «о ехр J Q (Ѳ) dB j  ,
9̂

откуда, записывая, что выполняется второе уравнение, полу­
чаем j

q' +  2 pq =  0 .

Это условие удовлетворяется, в частности, при <7 =  0; в даль­
нейшем мы этим решением будем пренебрегать, так как соот­
ветствующие функции и я V постоянны.

2. Для того чтобы найденное в п. 1 решение и было дей­
ствительным, необходимо и достаточно, чтобы

t

J* Q (Ѳ) dB
о



было действительно (тогда в качестве «о берем действительное 
число), т. е. чтобы Q было действительной функцией и, значит, 
чтобы q было отрицательной функцией. Следовательно, урав­
нение (Е ) имеет действительные решения и и ѵ, произведение 
которых равно 1 на интервалах, где функция q отрицательна.

Если на интервале [а, ß] функция q положительна, то функ­
ция Q и ее примитивная

t
J Q (Ѳ) dQ
U

принимают чисто мнимые значения, и

ы =  ехр  ̂J Q (Ѳ) efoj
принимает значения, по модулю равные 1; решение ѵ = \ /и 
равно ы; оба решения у — (и-\-й)12 и z — (u — й)/2і действи­
тельны, и

1 =  иѵ =  (у +  іг) (у — іг) =  у2 +  г2.
8.18. Начнем с отыскания общего решения этого уравнения, 

которое является линейным уравнением с постоянными коэф­
фициентами.

Параметры г экспонент егх, являющихся решением урав­
нения без правой части, являются корнями характеристиче­
ского уравнения

г2 -  2г +  1 =  (г -  I)2 =  0.
Характеристическое уравнение имеет двойной корень, равный 1; 
в этом случае общее решение уравнения без правой части 
имеет вид

у  (X) — Аех +  Вхех.
Далее нужно найти частное решение уравнения с правой 

частью; поскольку 2 s h x  =  ex — е~х, то будем искать частные 
решения уравнений с правыми частями ех и — е~х, а затем возь­
мем сумму полученных результатов.

Так как 1 есть двойной корень характеристического урав­
нения, то мы ищем для правой части ех решение в виде Кх2ех;
подставляя его в уравнение, получаем А = у .  Напротив, — 1
не является корнем характеристического уравнения; поэтому 
для правой части — е~х решение ищется в виде це~х, и мы по­
лучаем р, =  — .

Общее решение уравнения имеет вид

у {х) — Аех +  Вхех +  - j  х2ех — -j е~х.



Запишем теперь, что оно удовлетворяет заданным частным ус­
ловиям:

г/(0) =  Л - {  =  0, 

г/'(0 ) =  Л + 0  +  ^  =  0 .

Следовательно, искомое решение получается при А — 1/4, В — 
=  -  Va-

8.19. Способ тот же, что и для уравнения второго порядка: 
находим общее решение уравнения без правой части, а затем 
частное решение уравнения с правой частью.

Решение уравнения Ь(х) =  0. Показательная функция t -* 
—* еп будет решением, если г есть корень характеристического 
уравнения

г3 +  г2 +  г +  1 =  0,
т. е. если

г =  — 1, г =  1 или Г — — і.

Общее решение есть линейная комбинация трех частых ре­
шений, полученных таким путем.

2. Правая часть sin t +  t2el есть сумма функций

е ‘
~2Г

е-it
2 і И t2eu,

частное решение х0 уравнения с правой частью будет найдено 
в виде суммы таких функций хь Хг, Хз, что

L { x x) =  - Ç ,  L ( x , )  =  - Ç - ,  Ц х з )  =  і 2еК

Частные решения х х и xz- Число і является простым корнем 
характеристического уравнения; поэтому будем искать решение 
дгі в виде Kteu :

L{Uelt) =  2%{i— l)e il = - Ç .

откуда
A 1 1 J / V — 1 “J" { , J1
Я =  1 7 (7 ^ ÏT  =  -  8 - +  8 ^  ^  — 8— ^  ■

B L(x) коэффициенты y производных — действительные 
числа; следовательно,

Функция х\ есть функция х2-



Частное решение х3. В качестве х3 можно взять произведе­
ние е* на многочлен А второй степени, и тогда

L (х3) =  L (е*А) =  е* (4А +  6 А' +  4А") =  /V ,

4 А +  6 А' +  4А" =  t2= ^ A ( t)=  2t2 ~  +  5- .О

Таким образом, частное решение уравнения с правой частью 
имеет вид

*о (0  =  х, (t) -f  х2 (t) +  *3 (/) =  — j  (sin t +  cos t) +  2t ~ 8< +  5 e‘> 

a общее решение уравнения с правой частью имеет вид
/ 0/2 _ fi/ «i_ К

x(t) =  — -  (sin t +  cos t) -\---------g------ e* +  и sin / +  v cost +  we~l,

где и, v и w — произвольные постоянные.
8 .20 . Уравнение без правой части есть уравнение Эйлера 

(см. Пизо и Заманский, Книга IV, гл. VI, 2-й раздел, § 3); за­
меной t =  In IXI оно преобразуется в уравнение с постоянными 
коэффициентами и, значит, имеет решения х —*хт. Число г яв­
ляется решением уравнения

г  (г — 1) -  2 =  ( г  +  1) (г — 2) =  0.
Следовательно, общее решение уравнения без правой части 

имеет вид

y(x) =  j  +  ѴХ2.

Для того чтобы найти теперь частное решение уравнения 
с правой частью, мы воспользуемся методом вариации постоян­
ных, т. е. определим функцию у через такие две функции и и 
v, что

У (х) =  ' р -  +  v (х) X2,
тогда

у' (х) =  и (х) (~ ) / “Ь v (х) (X2)' =  — ü ÿ i  +  2хѵ (х). 

Следовательно, функции и' и ѵ' удовлетворяют соотношению

+  ѵ' (х)х2 =  0.

Второе уравнение получаем, записывая, что функция у есть 
решение заданного уравнения:

У " х  =  +  2 ц  (X) -  +  2 х ц '  (X),

х2у" (х) — 2у (х) =  — и' (х) +  2хѴ  (х) =  X4 cos х.



Итак, две функции и и ѵ определяются соотношениями

+  V '  ( х )  X2 =  О, и ' ( х ) =  — ^ - C Q S X ,

О
— и' (х) +  2хѴ  (х) =  X4 cos X  o' (х) =  -g cos х ,  

и частное решение этой системы имеет вид

и  (х) —  ^  ( —  X 4 s i n  X  — 4х3 c o s  х +  12х2 s i n  х +  24х c o s  х — 24 s i n  х),

о  ( х )  =  J  ( х  s i n  X +  c o s  х ) ,

откуда
у  (х) =  (8 — X2) c o s  X +  4 (х — ) s i n  х.

Следовательно, общее решение уравнения равно

у  (х) — (8 — X2) cos X +  4 (х — s i n  X +  +  рх2.

8.21. 1. Производные по х  и по х, равны, так как dx =  dxl; 
поэтому

В уравнении (Е') выражение <p(k)ekx содержится множителем* 
и мы получаем уравнение

^  +  2 k ^ -  +  k2y l - 2 ( x 1 +  k ) ( ^  +  k y 1\  +  
dx\ dx1 \dx i J

+  [(*i +  k)2 — р]Уі =  0 ,
T. e. после упрощения получаем уравнение, тождественное ( £ ) .

2. Произведение 7\7Ѵ двух преобразований Тк и 7Ѵ опре­
деляется соотношениями

X =  Х2 k  k ' , 

у  =  у 2ф  ( k )  ф  ( k ' )  e(k+k>) x ~ k k ' .

Эта операция коммутативна, и если ТкТкг есть преобразо­
вание семейства, то это может быть лишь Tk+k'• Для тога 
чтобы это было так, необходимо и достаточно, чтобы

Ф (k ) ф  ( k ' )  e~kk' —  ф  ( k  +  k ' ) ,

и тогда отображение k —+Th есть изоморфизм группы, т. е. Тк 
образуют группу, изоморфную аддитивной группе действитель­
ных чисел.



Если положить ф (6 ) =  ln ф(6 ), то соотношение для функции 
Ф преобразуется в соотношение

ф (k) +  ф (k ') — kk' =  ф (k +  k').
Будем искать дифференцируемые решения ф и продиффе­

ренцируем последнее соотношение по k'\ получим
ф' (k ') —■ k — ф' (k +  k') =Ф ф' (0 ) — k — ф' (k) (если k ' =  0),

Ф(*) =  Ф(0) +  * Ф ' ( 0 ) - - £ .

ф(0 ) равно нулю (что вытекает из основного соотношения, если 
положить в нем k =  k' — 0)\ потребуем, чтобы ф'(0) =  0. Это
даст

Ф (k) =  — 4 "  Ф (6 ) =  e~kiß.

Тогда преобразование Тк определяется соотношениями 
x =  x { +  k, у — е^-ѵруі.

Исключая k из обоих уравнений, получаем

: у іе(х- хх)х-{х~хі)2І2 =  yiexl/2~x*/2, ye
- Х 2/ 2

Поэтому
/ (*, У) — уе~хѴ2.

3. Уравнение (Е ') , преобразованное из (Е),  снова линейно. 
Как и (Е), оно инвариантно относительно Тк, которое опреде­
ляется для переменных х и z соотношениями

X  —  X [ - \ - k ,  Z  —  2 ( .

Следовательно, если принять в (Е') коэффициент при d2z/dx2 
равным 1, то коэффициенты при z и при dz/dx инвариантны, 
так что результат преобразования х посредством Тк произво­
лен— его коэффициенты не зависят от х и уравнение (Е') есть 
уравнение с постоянными коэффициентами.

Уравнение (Е') находится элементарно:

v = * " K.

Подставляя эти значения в уравнение (Я), получаем

| £  +  (1 - Р ) г  =  0 .
Если р >  1, полагаем 1 — р =  —q2\ тогда

2 =  А'е*х +  В'е-ч* =Фу =  А'е^+^і2 +  B'e-^+^h  
у  =  Веіх~и2і2,



где
Л'е-'Л2 =  А, В 'е~^2 =  В.

Если р — \, то
г= А -{-В х^> у= =  ехУ2 (А +  Вх).

Если р <  1, то мы полагаем 1 — р — q2\ тогда
z — А cos qx +  В sin qx =Ф у =  е*!/2 (Л cos qx +  В sin qx).

8.22. 1. Для простоты изложения положим

*  =
* \ (  1 1 0

y )- A =  [ - 1 2 1

z ) \  1 0 1

Известно, что если V — собственный вектор матрицы А, соот­
ветствующий собственному значению г, то вектор X =  Ѵеп яв­
ляется решением заданной системы, так как

~  =  rVert =  AVeTt =  AX.

В случае различных собственных значений общее решение 
есть линейная комбинация таких решений.

Координаты X, у, г  собственного вектора, соответствующего 
собственному значению г, являются решениями системы

X (1 — г) +  г/ == о, x =  z ( r — 1),
— л:+ і / ( 2  — г ) +  z =  0 , 4Ф у =  х ( г — \) =  z ( r — I)2,

* +  z ( l  — г) =  0  z [— (г—1) +  (2 —r)(r—I )2 +  1] — 0 .
Следовательно, характеристическое уравнение имеет вид

(г -  I)2(2 —  г) +  2 —  г =  (2 —  г)[(г —  1)2+  1] =  0,

и собственные значения равны гх =  2 , г2 =  1 +  і, г3 =  1 — і.
Из первых двух уравнений второй системы сразу получаем 

собственные векторы, соответствующие каждому из этих зна­
чений; например, положив для этих векторов 2 = 1, имеем

V,
(г і =  2)

1
1 Ѵ2
’ (/-2 = 1  +  0

І
- 1,

1

Ѵ3
(/■з=1 — 0

— і 
- 1  

1.

Таким образом, общее решение системы (1) имеет вид 
X — аѴ хеГхі +  ЬѴ2еГгі +  сѴ3еГзі,

где а, b, с — произвольные постоянные; в координатной форме 
это записывается так:

X =  ae2t +  iel (belt — ce~u), 
y =  ae2t — e* (beli +  ce~li), 
z  — ae2t +  ef (belt +  ce~lt).



З а м е ч а н и е .  Для нахождения действительных решений 
системы необходимо и достаточно, чтобы а было действитель­
ным, а b и с — сопряженными; нетрудно найти выражение, в 
котором фигурируют лишь действительные члены, положив 
b  —  ( ß  +  * y) / 2  и с =  ( ß  —  ï'y ) / 2 :

Но вообще удобнее сохранять выражения с мнимыми показа­
телями.

2. Для отыскания частного решения системы с правой 
члстью и нахождения решения, удовлетворяющего заданным 
условиям, удобно использовать базис, образованный собствен­
ными векторами Ѵ|, Ѵ2. Ѵ3 матрицы А; тогда мы найдем мат­
рицы перехода Р и Р~\

Если X и U — матрицы из одного столбца, состоящие из ко­
ординат вектора относительно канонического базиса и относи­
тельно базиса из собственных векторов, то положим

Известно, что Р есть матрица, столбцы в которой являются 
векторами Vu V2, Е3:

Можно найти Р~1, либо вычисляя определитель матрицы Р, 
и его миноры, либо решая систему

X =  ae2t — et (у cos t +  ß sin t) 
у  =  ae2t — e1 (ß cos / — у sin t) 
z  =  ae2t +  e* (ß cos t — y sin t),

X  — Pil, u  =  p ~ lx

X =  и -j- lv — iw.

у =  U — V — W, ФФ V -f  w =  г 2 y

Z — U +  V +  w, ü — w . 2x —  y —  z 
1 2

И =  Y У +  Y  г >



Тогда система (2'), преобразованная из (2) заменой базиса, 
может быть сразу получена:

^ -  =  A X + e 2t(̂  1 ^ ^ P - ' A P U +  e2tP~'(^ 1 ^

т г в= 2« +  «и.

- g - = ( l + /)ц +  ^ ,

• ^  =  (1 — i ) w  — ie2t.

Требуется найти такое решение этой системы, чтобы

Для этого найдем для каждого из трех уравнений системы 
общее решение, а затем найдем значение постоянной:

и — ае2і +  te2t, м(0) = 0 = ^ а = 0 ,

v = b e t{]+l)---- ]~ ^ - e 2t, v(0) =  — -j=7>b =  j  — i,

w =  ce1 <1-г) — 1 *■e2t, w (0) =  =Ф c =  +  /.

Тогда решение системы (2) есть вектор X =  PU\ получаем 
X  =  е{ (2 cos t — sin t )  +  te2t —  e2t, 
y =  — ef (cos t +  2 sin t) +  te2t +  e2t, 
г =  е* (cos t +  2 sin t) +  te2t — e2t.

8.23. Для получения общего решения мы воспользуемся ме,- 
тодом п. 1 предыдущей задачи и найдем постоянные, записывая 
условия, заданные для t =  0 (в этом конкретном случае нет 
надобности находить матрицу Р~1, так как задача может быть 
решена без явного выписывания уравнений относительно ба­
зиса из собственных векторов).

Координаты собственного вектора матрицы системы яв­
ляются решением уравнений

— (1 + г ) л г +  у  =  0 ,  г/ =  ( 1 + г ) х ,
—  ( 1  Ar г) у +  z =  0 ,  4 Ф  z =  ( l  Агг)у —  ( \  А-г)2х,

X — ( l + r ) z  =  0 лг[1 —  (1 +  г )3] =  0.



Собственные значения являются нулями многочлена 1 — ( 1 -|-г)3; 
следовательно, они равны 0 , / — 1 и /2— 1.

Собственные векторы имеют координаты

(/•і =  0)

1

1,
1

1

/,
Р

Ѵ 3
(г3 =  І2- 1 )

1

/ 2.

І
Тогда общее решение системы имеет вид

X  =  а Ѵ х +  ô e ( / _ 1 )  f V 2 +  с е < ' 2 - ‘ >  %
(а, b, с — произвольные постоянные), т. е.

х — а-\- Ье(,~ +  се(/г-и  *, 
у — а +  bjeu~l)t +  сре{1‘~1) *, 
г  =  а +  Ьре{1~1){

Искомое частное получится, если записать, что 
* ( 0 )  =  а  +  &  +  с = 1 ,  а  =  0 ,
y(0) =  a +  bj +  cj2 =  j, О  0 = 1, 
z (0) =  а +  ôy2 +  cj =  р  с =  0 .

Следовательно, аффиксы точек MNP  равны
x(f) =  e(/-i><, у (0  =  уе</—1)2, z (0  =  /2е</-‘Х.

Эти аффиксы являются произведением чисел 1, /, / 2 на одно и 
то же комплексное число еб'-1)*; но мы знаем, что при этих усло­
виях треугольник MNP  подобен треугольнику M0N0P0 образов 
чисел 1, /, / 2 (см. ПиЗо и Заманский, книга IV, гл. IV, 2-й раз­
дел); а этот треугольник M0N0P0 — равносторонний.

8.24. Введя две функции и =  dx/dt и ѵ =  dy/dt, получаем 
систему первого порядка, эквивалентную заданной системе:

dx  __
dt ~ и >

— 4х — бу — 3ü, 

~ ^ 2 х - 4 у - и .

Здесь снова годится метод, применявшийся в двух преды­
дущих задачах: находим собственные значения и собственные 
векторы матрицы системы и сразу же получаем общий вид 
решения.

Но в рассматриваемой задаче функции и и ѵ являются вспо­
могательными неизвестными, и нет смысла находить, напри­



мер, четыре координаты собственных векторов матрицы. Так 
как известен вид решений системы линейных дифференциаль­
ных уравнений с постоянными коэффициентами, то сразу ищем 
решение в виде

x =  Xert, y — \iert.

Таким образом, получаем решение системы (S), если 
X (г2 — 4) +  Зр. (г +  2 ) = 0 ,

Я ( г - 2 )  +  р (/-2 +  4) =  0,

и г должно быть нулем многочлена
(г2 -  4) (г2 +  4) -  3 (г2 -  4) =  (г2 -  4) (г2 +  1),

откуда значения г равны 2 , —2 , і и —і.
Соответствующие значения Я и р:

если "Ч II JsO Я = 1,

o'II=5.

если г  —  —•2, Я = 2, и =  1;
если Г —  І, Я = з, р =  2 —
если г  —  —- і, я  = з, Р =  2 +  L

И общее решение системы, являющееся линейной комбинацией 
четырех независимых решений, имеет вид

X— ae2t +  2 be~2t +  3 celt +  2>de~H 
y  =  be-2t +  (2 -  0  ce« +  (2 +  i) de

где a, b, c, d — произвольные постоянные.
Для получения действительных решений необходимо и до­

статочно, чтобы e n d  были сопряженными числами.
8.25. 1. Матрица А системы (S) имеет двойное собствен­

ное значение, равное 2 , и соответствующие собственные 
векторы образуют одномерное векторное пространство, причем 
один из этих векторов имеет координаты х —  у  —  1.

В данном случае нельзя выбрать базис, состоящий из соб­
ственных векторов; возьмем в качестве новых векторов базиса 
векторы (1,1) и (0,1). Тогда получим новые координаты и и ѵ 
и матрицу А', преобразованную из А:

х —  и, и =  х, 1 2 1

у  —  и +  V, ѵ —  у  — х, \ 0  2

Следовательно, система (Si), преобразованная из (S), бу­
дет иметь вид

и' =  2 и - \ - ѵ ,  и'  =  2 и  +  а е 2і,-Ф
ѵ' —  2ѵ V —  ae2t.



Первое уравнение есть линейное дифференциальное уравнение 
первого порядка и интегрируется непосредственно:

и =  {ut -f- b) e2t,

V =  а е2и,

отсюда получаем общее решение системы (S) :
X —  (a t  +  b) e2t, 
у  =  (a t  +  а  +  b) e2t.

2. Система (S) эквивалентна системе
* ' = х  +  у ,  
х" —  х ' — X +  3  у

(действительно, дифференцируя первое уравнение и вычитая из 
второго, находим у '  =  —х +  3у ) .

Снова получим эквивалентную систему, если запишем
х ' = х + ^ ,  xf — x  +  y ,

И Л И
х" =  х ' — х +  3(х ' — х) =  4х' — 4х х" — 4х' +  4х =  0.

Последнее уравнение есть линейное уравнение второго порядка 
с постоянными коэффициентами, и его характеристическое урав­
нение имеет вид

г2 -  4г +  4 =  0.
Это уравнение имеет один двойной корень, равный 2; следова­
тельно, общее решение линейного уравнения имеет вид

X =  (a t  -f- b) e2t,
откуда

y  —  х '  —  X =  (a t  +  a  +  b) e2t.

3. Замена переменных из п. 1 преобразует систему (Е) в си­
стему

« ' =  2 « -f- V +  sirH,
у' =  2 о — sin t. ^

Вместо того чтобы представлять sin t  в виде
(ielt —  e ~ lt)l2 i,

заметим, что при действительных коэффициентах системы дей­
ствительные решения и, ѵ могут быть найдены как мнимые 
части решений системы

и'  =  2ц +  V +  e lt , 

ѵ' =  2 ѵ - е і(.

Частное решение второго уравнения имеет вид



Соответствующая функция и является решением уравнения

и' =  2 и +  еи —g—
и частное решение равно

ІЗ +  9 і  „il Г= -------------------- 1-----------pit
и  25 е *

Общее решение системы (£і) получается в результате при­
бавления к мнимой части предыдущего решения общего реше­
ния системы без правой части:

и — (at +  b) e2t — 9 cos / +  13 sin t 
25

V =  ae2t + 5 cos t +  10 sin t 
25

откуда получаем общее решение системы (2 ):

X =  {at +  b) é* -  l £2! .*.+ 13s,in* ,

y =  (at +  a + b ) e * - 4cost + 3s'mt

8.26. В задаче 3.46 показано, что матрица А имеет преобра­
зованную матрицу

Ѵі

/ 2 0 ° \
0 4

1 *V 0 0 4 /
равны:

1
1 1 3
1, V 2 -1, Ѵ3 1

1 1
3
0

Если и, V, w — координаты относительно базиса Vu Ѵ3, Ѵ3, 
то система (S) преобразуется в систему

иг — 2и,
o' =  4o +  ffi>, (S[)

w' — 4 да.
Система, составленная из двух последних уравнений, при­

надлежит к типу исследованной в предыдущей задаче, и мы 
без труда получаем общее решение:

и — ae2t, 
v =  (bt +  с) еі(, 
до — beu .



Решение системы (5) получается отсюда сразу, если заме­
тить что вектор X с координатами х, у, z равен

X =  иѴі +  ѵѴ2 +  wV з,
и следовательно,

X =  аеп +  Ыеи +  (у  +  с) е<і‘<

у — ae2t — bte4t +  ( у  — с) ß4<» 

z  =  ae2t +  bte4t +  ce4t.
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